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l^orliegcnbc WcUit grünbct fi(^ auf langjäl^rige ©rfa^rungcn, bie 
bcr 3Scrfaffcr bei ©rtcifung beö Untcrrid^tö in ©tcrcometric am l^iefigcn 
(SpmnafiuTn gcroonncn l^at. ©ic ift in crftcr ßinie für bie 33cbürfniffc bcr 
©(j^ülcr pl^crer fiel^ranftalten gcfc^ricbcn. ;3nöbefonbcrc foH fic bcn ©d^üler 
von f(^riftlid^cn arbeiten fo weit afe möglid^ entlaften, um ben ^auptteit 
ber für biefeö Unterrid^töfac^ t)orgefe^enen 3^it ^"f ^^^ 3^^^^^"/ ^^^ 
üorjüglid^fte ^ilförnittel für bie ©rroecfung räumfid^er 3lnfd^auung, cers 
roenben ju fönnen. 

S)er aSerfaffer war beftrebt, baö t)ielfad^ in neuefter 3^it 8" ©unften 
ber algebraifd^en SRed^nung ^urücfgebrängte geometrifd^e SWoment roieber 
mel^r jur ©eltung ju bringen ; benn bie Hauptaufgabe ber ©tereometrie ift 
unb bleibt bie ^Pflege räumlid^er 2lnfd^auung. ©o enoeift fid^ u. a. bie 
©tereometrie ba vor attetn, roo nur elementar matl^ematifd^e Äenntniffe 
üorauögefefet merben bürfen, mie bei ben ©pmnafien, afe ganj befonberö 
geeignet, in bie Seigre t)on ben Äegelf (Quitten ein jufül^ren , eine 3lufgabe, 
ber fid^ bas moberne ©pmnafium auf bie S)auer nid^t mirb länger ents 
jiel^en fönnen. 

3)ie Slrbeit umfaßt fieben 2lbfd^nitte. ^n ben brei erften merben bie 
allgemeinen unb befonberen Sagent)erl^ältniffe t)on 5ßunft, ©erabe unb 6bene 
befprod^en, abfd^ließenb mit einer ©infeitung in bie SÄetl^obe ber barfteHenben 
©eometrie, ber merte l^anbelt von ben natürlid^ t)orfommenben SBielfläd^nern, 



IV SSorwort. 

bcn ÄrpftaUcn, bcr fünfte t)on bcn Scheidungen ber Äugel unb il^rem 
3entralftral^Ienbünbef, ber fed^fte von ben Umbrel^ungöfläc^en unb ber fiebcnte 
befc^äftigt jid^ mit ben Sered^nungen von Oberflächen unb SRauminl^aften 
von Äörpem, inöbefonbere auc^ mit Slufgaben über SWajima unb SBininta. 
3um befferen SBerftänbniö fomie jur Uebung finben fic^ an geeigneter 
©teile in aSerbinbung mit ber J^l^eorie jal^Ireid^e Seifpiele unb aufgaben. 

'gtettfßttgen, im ä(prt[ 1900. 

3n BBrfaflfBt. 
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^inCeifiittg. 

1. S)ic ©tcrcomctric Btibct ben grunbicgcnben 3^cil bcr ©cometrie bcS 
Slaumcg. Sie I;anbclt von bcn Sejicl^ungcn ber brei ©runbgcbilbe — 5Punft, 
©crabc, ®6cnc — in 6clic6igcr ßage im 9laum unb Seftimmt bie ©igcnfd^aften 
bcr t)on il^nen erzeugten räumlid^en ©cbilbc (^6 otepsov baä ^efte, j^expeiv mefjen), 
Tüä^rcnb bic ^Planimetrie nur bie beiben erften ©ninbgebilbe , ben ^Punlt unb 
bie ©erabe, nebft beren geometrifd^en ©rjeugniff en , unter ber SSorauSfe^ung ber 
befonberen ßage in einer ®bene, in ben ÄreiS il^rer Betrachtungen jiel^t, 3)ie 
3lblcitung ber räumlid^ geometrifd^en Sejiel^ungen ftü^t fici^ auf bie ©ä|e ber 
ebenen ©eometrie. 3?ur bie (Sbene geftattet ben uneingefd^ränlten (Sebraud^ t)on 
Sincal unb Sx^ttl. Solan l^at bal^er bei ftereometrif d^en ©ntmirfelungen, ba and) 
im dtanm bie 3^i^'^w'^9ß'^ i^ur auf einer ftarren Unterlage auägefül^rt werben 
fönnen, ftetö juerft eine 3^i^«w«9ö^6ene l^erjuftellen Bejm. fid^ eine fold^e l^er« 
geftellt gu benlen. 

Stegtiff bet $8ene. 

2. 3)ie ßbene l^at bie ©igenfd^aft, ba^ fid^ in il^r nad^ il^ren fämtlid^en 
SluSbel^nungen (3)imenfionen) 5ßarattelenfd^aren von (Seraben ijiel^en lafjen. ©inb 
burc^ jmei beliebige ®erabe g unb h einer ®bene jmei il^rer Stuäbel^nungen feft= 
gelegt, fo finb burd^ bie unenblid^ fielen SSerbin- 

bungSgeraben je jmeier 5ßunfte jener ©eraben fämt« Siß- 1- 

lx(i)t anberen 2lugbel^nungen ber ßbene beftimmt: 

®ie ßbene ift bal^er biejenige ^läd^c, bie fid^ 
in allen il^ren Steilen na6) benfelben jmei ^aupt^ 
bimenfioncn erftrerft. 

©auerbed, ©tereometrie. 







2 3(IIgemetne Sagenbe^ie^ungen jtoifc^en ben ®runbgebi(ben. 

ttseitflititfl. 

3. ^mnai) lann man ftd^ eine (Sbene erzeugt benten, baburd^ ba| von 
jroei fid^ fd^neibenben ®eraben 

a) bie eine, um einen il^rer fünfte ftd^ brel^enb, an ber anbeten l^inglettet^ 

b) bie eine, fid^ felbft paralfel, längä ber anbeten fortgleitet, b. 1^. ftd^ nm 
xf)xtn unenblid^ fernen $unft bre^t. 

^ie @6ene ift fomit einbeutig beftimmt 

a) burd^ jroei fid^ fd^neibenbe ®erabe (Sd^nittpunft im ©nblid^en), 

b) burd^ jroei parallele ©erabe (©d^nittpunlt im Unenblic^en), 

c) burd^ eine ©erabe unb einen $unft aufeerl^alb, 

d) burd^ brei nid^t in einer @eraben liegenbe fünfte, bal^er 

®a^: ^ie @6ene ift burd^ brei t)oneinanber unabhängige Sebingungen 
einbeutig beftimmt. 

4. 2)a fid^ bie (Shtnt ftetig burd^ ben unbegrenjten 9laum erftredt, ben 
fie in jroei Hälften teilt, roomit }ugleic^ bie breifad^e 9lu3bel^nung beS SiaumeS 
auägefproc^en ift, fo mui fie tjon jeber anberen ©bene nad^ einer fteten Sinie 
gefd^nitten werben. SBerbinbet man jroei unenblid^ benad^barte 5ßunltc biefer 
Schnittlinie burc^ eine Oerabe, fo fann biefelbe alä eine gemeinfd^aftlic^e §aupt= 
bimenfion betrad^tet werben, nac^ ber beibe @benen fid^ auSbel^nen, ba^cr 

©a^: 3wei Ebenen fd^neiben fid^ ftetä in einer ©eraben. ©ie entl^ölt 
bie gemeinfd^aftlid^en 5ßun!te beiber Ebenen. 

5. ^a aKe @eraben einer Ebene fid^ fc^neiben (parallele im Unenblid^en),, 
fo wirb auc^ bie ©c^nittgerabe zweier Ebenen, ba fie in beiben Ebenen liegt,, 
von fämtlic^en ®eraben beiber Ebenen gefd^nitten, bal^er 

©a^: ©ämtlid^e ®eraben einer Ebene fc^neiben eine beliebige anbere Ebene 
in fünften ber gemeinfc^aftlid^en ©c^nittgeraben beiber Ebenen. 

©a$: Sebe Ebene wirb von jeber beliebigen ©craben beä SRaumeS in 
einem 5ßun!t gefd^nittcn, 

benn legt man burd^ bie ®erabe eine beliebige Ebene, weld^e mit ber geg. 
eine ©d^nittgerabe erzeugt,' fo ift ber ©c^nittpunlt le^terer mit ber geg. 
®eraben ber gefud^te ^^Junft. 

6. Setrac^tet man eine ®erabe als ©c^nittgerabe jweier Ebenen unb V^ 
fo ift ber ©d^nittpunlt biefer ®erabcn mit einer beliebigen britten Ebene ^ 
ein allen brei Ebenen gemeinfamer 5ßunlt; oon il^m laufen jugleid; bie beiben 
©c^nittgeraben auS, bie unb H^ mit -2* er|\eugen, bal^er 

©a^: 2)rei Ebenen fc^neiben fid^ in einem ^unlt, bem ©d^nittpunlt il^rer 
brei ©d^nittgeraben. 
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^tft% btx ^uatiiäi ober "^tiipxoiiiii im ^aittti. 

7. Set näherer Sctrad^tung bcr feitfjcrigcn (Srgcbniffc BcgügKc^ bcr Sage 
ber brei (Srunbgebilbe jeigt fic^, ba§ gegenüber tjon 5ßunlt unb ®benc bie ©erabe 
eine 5Blitte(fteIlung im SRaum einnimmt. 3)ie geometrifd^en ®ebilbe, bie fie ate 
6en)eglid^eg @runbge6i(be er}eugt, lann man ftd^ ebenfo gut burd^ Semegung 

eines $unltd ald einer @bene 

erzeugt benlen, benn bie @erabe bilbet fomol^I 

bie SSerbinbung jmeier 5ßunlte als ben ©d^nitt jroeier Ebenen. 

6ä gibt alfo ftets jroei lorrelatioe ober rejiprofe (bualiftifc^e) geometrifd^e 
2lrten ber ©rjeugung räumlid^er Oebilbe unb ber Ableitung il^rer ©igenfd^aften 
aus ben rejiprofen ©ebilben $unft unb ©bene: ®efe$ ber 2)ualität ober SReji-- 
pro^ität. 

8. 2)ie SSertaufc^ung ber ©runbgebilbe ^unlt unb ®6ene liefert folgcnbe 
re^iprote @ö^e: 

3n)ci 5ßunlte Beftimmen eine ©e- 3«>^i ®6enen beftimmen eine ©e^ 

rabe, i^re SBerbinbungSgerabe. rabe, i^re ©c^nittgerabe. 

@ine ©erabe unb ein $unft aufeer-- @ine ©erabe unb eine @bene bc^ 

f)atb beftimmen eine @6ene. ftimmen einen $un!t. 

35rei ^ßunfte beftimmen eine ©bene. 2)rei (Sizmn beftimmen einen 5ßunlt. 

Smei fid^ fd^neibenbe ©erabe be-- 3«>^i f^ fd^neibenbe ©erabe be^ 

ftimmen eine (Shznz. ftimmen einen 5ßunlt. 

§aben jroei ©erabe leinen 5ßunlt gemein, fo ^aben fie aud^ leine (Sbene 
.gemein, ©old^e ©erabe l^ei^en roinbfd^ief. 

9. 2)ie ©erabe ift fid^ felbft rejiprof. ©ie fann betrad^tet werben als 
Trägerin ber unenblid^ oielen 

auf if|r licgenben 5ßunlte: burd^ fie ge^enben (Sbenen: 

5ßun!treil^e. ©benenbüfd^el. 

SSerbinbe biefelben burd^ ©erabe mit ©d^neibe baSfelbe burc^ eine beliebige 

einem $unlt au^er^alb, fo entfte^t ein ®bene, fo entftel^t ein ©tral^Ienbüfd^el in 

©tral^Ienbüfc^el burd^ ben 5ßunft in ber ber 'Ebene burd^ ben burd^ ©bene unb 

burd^ ^JJunlt unb ©erabe beftimmten ©erabe beftimmten 5ßun!t. 
(Sbene. 

10. 3)iefeS ©efe^ bietet jugleid^ ein roid^tigeS Hilfsmittel für bie Söfung 
Don Slufgaben ber Sage, infofem als 

1. bie Söfung ber rejiprolen Slufgabe, bie mand^mal weniger fd^mierig ift, 
burd^ SSertaufd^ung ber rejiprofen Segriffe bie Söfung ber urfprüng-- 
lid^en Slufgabe ergiebt, 



allgemeine Sagenbesie^ungen jtDifcl^en ben @ninbgebi(ben. 



2. jroei Dcrfd^iebene rej\iproIe Söfungen einet unb berfelben Slufgabe fxd) 
ergeben, fattä bie Segriffe $unft unb ©bene in fpmmetrifd^er aSeife 
t)orfommen. 



Seifpiel: 2)urci^ einen 5PunIt eine 
@erabe ju gießen, bie gn)ei beliebige 
roinbfc^iefe Oerabe fd^neibet. 

1. Sege burd^ ben geg. 5ßunlt P unb 
jebe ber beiben ©eraben eine ßbcne, fo ift 
beren ©d^nittgerabe bie gefud^te ©erabe 
(3iiS. 2). 

gig. 2. 




2. Sege burd^ ben 5ßunft unb bie 
eine ©erabe g eine ©bene, fo ift il^r 
©d^nittpunft Q mit ber anberen ©e= 
raben mit bem geg. $unft ju t)erbinben 
(Sig. 4). 

gig. 4. 




Seifpiel: ^n einer @bene eine ©e- 
rabe ju jie^en, bie jroei beliebige roinb^ 
fd;iefe ©erabe fd^ncibet. 

1. Seftimme bie ©d^nittpunfte P 
unb Q ber ©eraben mit ber ©bene, fo 
ift il^re SSerbinbungägerabe bie gefud^tc 
©erabe (gig. 3). 

gig. 3. 




2. Seftimme ben ©d^nittpunft P ber 
einen ©eraben g mit ber ©bene. Sege 
burd^ il^n unb bie anbere ©erabe eine 
©bene, fo ift il^re ©d^nittgerabe x mit ber 
geg. (^hzm bie gcfud^te ©erabe (gig. 5). 




©id) felbft rcjiprof ift bie Slufgabe: ©ine ©erabe ju j^iel^en, bie brei minb: 
fd^iefe ©erabe fdjneibet. 



SBäl^Ic auf ber einen ©eraben einen 
beliebigen 5ßunft, fo ift burd^ biefen eine 
©erabe ju jtefien, bie bie beiben anberen 
©eraben f^neibet. 



Sege burd^ bie eine ©erabe eine be-- 
Kebige ©bene, fo ift in berfelben eine 
©erabe ju jiel^en, meldte bie jroei anberen 
©eraben fd^neibet. 
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11. 3)er ScrociS folgenbcn ©a^eS gcfd^icl^t nad^ bem 5ßrinjtp bcr Qualität 
am eittfad^ftcn, inbcm man jutjor bcn bualiftifd^cn Seroeiä red^tS fül^rt: 



3Ster ßbcncn T J V finb gegeben; 
toenn fid^ bie beiben ©d^ntttgeraben jT J 
unb 0V fd^neiben, fo gefjen bie Dier 
ebenen burc^ benfelben 5ßunlt, folglid^ 
fd^netben jic^ aud^ bie GJeraben J unb 
r% ebenfo auc^ r0 unb JV. 

3)eäg(eid^en folgenben ©a$: 

SBenn eine beliebige Slnja^I tjon ©e-^ 
raben jtd^ paarroeife fd^neiben unb nid^t 
in berfelben ©benc liegen, fo gelten jte 
alle burd^ benfelben 5ßunft unb bilben ein 

©tralilenbünbet. 

3Wan !ann auf f äffen: 

ben ^Punft al8 2^räger ber unenblic^ 
Diel burd^ i^n geljenben (Seraben unb 
®benen, b. 1^. alä %xä%tx eines ©tta^len^ 
ober ©benenbünbelä. 



aSier ^unlte CDPQ finb gegeben; 
roenn ftd^ bie Oeraben CD unb PQ 
fd^neiben, fo liegen bie oier fünfte in 
einer ßbene, folglid^ fd^neiben fid^ audfi 
bie ©erabenDP unb CQ, ebenfo CP 
unb DQ. 



9Benn eine beliebige Slngal^l oon ©e^ 
raben fic^ paarroeife fd^neiben unb nid^t 
burd^ benfelben '^untt gelten, fo liegen 
fie atte in einer ®bene: 

©tral^len-'(®erabenOebene. 



bie ®bene als Trägerin ber unenblid^ 
oielen in il|r liegenben ©eraben unb 
5ßunlte, b. 1^. als ©eraben- ober ^ßunfts 
ebene. 



3)a8 Sünbel ift alfo eine SSiell^eit ^ö^erer Drbnung als baä Süfd^el. 



^d^niit bts ^txaf^ttnHnbtU buxd^ f Betten. 9eitfra()iroieftfioit. 

^ttfptUipt im 'gtauitt. 

12. @in ©tral^lenbünbel entfielet, roenn ein ©egenftanb oom 9luge als 
SKittetpunft aus projigiert wirb. 3Kan l^at fid^ baS Sluge mit jebem 5ßunlt beS 
©egenftanbs burd^ eine ©erabe, mit jeber ©eraben beS ©egenftanbs burc^ eine 
&znt oerbunben ju beulen, benn jeber 5ßunft beS ©egenftanbs fenbet einen 
Sid^tftraljl, jebe ©erabe beSfelben eine Sid^tebene in baS Sluge. ^titx ©d^nitt 
biefeS auS ber ©efamtl^eit atter projijierenben ©tra^len unb @htmn beftel^enben 
©tral^len« ober ©benenbünbels mit einer Qimt liefert ein Silb, bie fogen. ßen^ 
tralprojeltion, baS im Sefd^auer genau benfelben ©inbrudf erroerft, roie ber ©egen-- 
ftanb felbft. ^ziz^ ebene gentralprojeftioe Silb eines ©egenftanbs fann als 
^ßrojeltion ober perfpelticifd^eS S3ilb jebeS anberen, Dom felben 3Wittelpun!t (Sen-- 
trum) aus entworfenen, betrad^tet werben. 

3n)ei, in beliebigen Silbebenen ^ unb JS' liegenbe jentralproieftit)e ober 
perfpeftit)e Silber l^aben balier bie ßigenfd^aft: 

1. ^thtm 5ßunlt beS einen SilbeS entfprid^t einbeutig ein 5ßunlt beS 
anberen. ®ntfpred^enbe ^ßunfte finb bie ©d^nittpunfte eines Sidjtftral^lS 
mit beiben Silbebenen. 



6 ungemeine ^ifagenbejie^ungen jroifc^en ben ®runbge6t(ben. 

2. S'e^er ©craben beä einen 39Ube8 entfprid^t einbeutig eine ©erabe bcS 
anbeten, ©ntfpred^enbe ©erabe jtnb bie ©c^nittgeraben ber Silbebenen 
mit einer projijierenben ßbene. 

3. 2)ie SBerbinbungägeraben entfpred^enber ^unlte ge^en burc^ einen ^unft, 
ben 5ßrojeItionSmitteIpunIt. 

4. 3)ie ©c^nittpunfte entfpred^enber ©eraben liegen auf einer ©eraben, 
ber ^ßrojeftionSad^fe. Sie ift bie ©d^nittgerabe beiber SUbeBenen, benn 
jebe projijierenbe @6ene fd^neibet bie beiben Silbebenen, nad^ bem ©a$ 
über ben ©d^nitt breier ®benen, in jroei ©eraben, bie fid^ auf ber 
©d^nittgeraben ber Silbebenen treffen muffen. 

5. 2)ie 5ßunfte ber 5ßrojeftion8ac^fe entfpred^en fid^ felbft. 

SKan nennt biefe $erfpefti»e aud^ SKaferperfpeftiDe ober freie 5ßerfpeftit)e. 
3?immt man Silber, bie burd^ 3cwt^f<iIpwieftion erjeugt finb, auS il^rer perfpcf- 
tit)en Sage, fo l^ei^en fie fottinear, ba bie ®igenfd^aften 1. unb 2. erl^alten 
bleiben. Äollineare Silber lönnen felbftrebenb ftets roieber in perfpeftioe Sage 
gebrad^t werben, man l)at nur ben $rojeftion§mittelpunft unb bie äld^fe, auc^ 
AoEineationS^entrum unb ^ac^fe genannt, ^u fud^en. 

^exfvtUwe in ket f Bette iit l^e^feCBeiiefttttfl )ttt ^exfpttitive ittt ^Jlttttttt. 

13. ^ßrojijiert man bie beiben, in t)erfd)iebenen Ebenen liegenben perfpef^ 
tit)en Silber JS unb -2*' , beten 3Kittclpunft unb Steife S unb s fein mögen, 
t)on einem anberen 3WitteIpunft T auä burd^ bie ©tral^Ienbünbel T-2'unb T^', 
fo liefert ber ©rfjnitt le^terer mit einer neuen Silbebene gmei nunmel^r in 
einer unb bcrfelben (&itm liegenbe perfpeftioe Silber Q unb- ß', beren 5PrO'- 
jeltionämittelpunft S' bie ^rojeftion oon S, bercn 3ld^fe s' bie ^ßrojeltTon 
oon 8 ift. 

6ä projizieren fid^ oon T auS: 

atte ©tral)len burd^ S alä ßbenenbüfd^el alle fünfte auf s als ©tra^lenbüfd^el 
ber Steife TS; in ßbcne (Ts); 

gmei auf einem ©tral^l u oon S au§ jmei in einem ^unft U auf s ftd^ 

liegenbe jugeorbnete fünfte in -2* unb -2* fd^neibenbe jugeorbnete ©erabe oon ^ 

al§ j^mei jugeorbnete, ineincr@bene(Tu) unb -2* alg jioei j\ugeorbnete, burd^ eine 

bcä ebenenbüfdjelö bet Sld)fe T S liegenbe ©ctabe TU beä Stta^lenbüfd^elö bet" 

©ttal^len. ßbcnc (Ts) gel^enbe ®bcncn. 

3)al^er fd^neibet eine @bene 0: 

entfptec^enbe ©ttal^len in fünften, beten entfpted^enbe ©bcnen nac^ Sttaljlen, 

SSetbinbungggetabe butd^ einen $unft, beten ©djnittpunfte auf einet ©etaben, 

ben ©c^nittpunft bet ßbcne mit bem bet ©c^nittgetaben bet Sbene mit bet 

ptojigierenben ©tral^l TS, ge^en; projijictenben (^htm (Ts), liegen; 

b. ^. jmei in einet @bene liegenbe, einbeutig j^ugeotbnete Silbet fi unb fi' finb 
petfpeltit), menn 
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"bic 35crbtnbung§gcrabcn cntfprcc^enbcr bie ©d^ntttpunltc cntfprcd^cnber ©erabcn 
tßuttfte burd^ einen $unft, ben ^ßrojels auf einer ©eraben, ber ^rojeltionSacl^fe, 
iionSmitterpunIt, gelten. liegen. 

©teilt man perfpeftiDe Silber, bie räumlich in oerfd^iebenen @6enen liegen, 

in ber S^i^^^^%^^^^^^ i>ö^f fö toffcn ftd^ biefelben bemnad^ gerabcju aud^ a(ä 

pcrfpeftit)e Silber ber ebenen ©eometrie betrad^ten. ©amtliche ßigenfd^aften ber 

räuntlid^en ^erfpeltioe fönnen ba^er cntfpred^enb für bie ebene ©eometrie 
gebeutet werben. 

3ugleid^ folgt, ba| in ber (Shtnt bie ©erabe unb ber 5ßunft rcf^iprofe 
©cbilbe barftetten. 

14. 3ebe ber beiben Sagenbebingungen perfpeftit)er Silber: 

3)ie aSerbinbungägeraben entfpred^en^ 35ie ©d^nittpunfte entfpred^enber 

t)er fünfte gelten burd^ einen 5ßunft, ©eraben liegen auf einer ©eraben, 

bebingt bie anbere. 

1. Seweiä mittels beS ^ualitätgprinjipg. 

2. Semeiä mit §ilfe tjom 



©a$ beä ^edargueS: 

Siegen jroei 3)reiedfe im Slaum fo, 
y>a^ bie 3Serbinbungggeraben entfpred^en-- 
l)cr ©dfen burd^ einen ^un!t ge^en, fo 
liegen bie ©c^nittpunfte entfpred^enber 
©citen auf einer ©eraben. 

Seroeis beS linfäfeitigen l^eilS: 
35ie brei 5Paare jugeorbneter 3)reiedEfeiten 
liegen in ben, burd^ bie 3Serbinbungägeraben ent^ 
fpred^enber 5ßunfte beftimmten proji^ierenben ßbenen 
(f g), (fh), (gh), fc^neiben fic^ fomit in ben 5ßunlten 
X, Y, Z. ^tht^ 5ßaar fann bemnad^ alä Schnitt einer 
ber projijierenben ßbenen mit ben ßbenen F unb 2! 
t)er 3)reiedfeABC unb A'B'C betrad^tet roerben. 
tJiac^ bem ©a^ über ben ©d^nitt breier (Sbtmn ift 
t)er ©d^nittpunlt jroeier il^rer brei ©c^nittgeraben 
l)erienige 5ßunlt, burc^ welchen aud^ bie britte 
©d^nittgerabe geljen mu^. 3)al|er folgt, rocnn 
f d^ematifd^ an bie t)erbinbenben Sögen groeier ®benen 
ieren ©d^nittgerabe angefc^rieben wirb: 



unb feiner Umlel^rung: 

Siegen jroei Dreiedfe im SRaum fo, 
bafe bie ©d^nittpunlte entfpred^enber 
©eiten auf einer ©eraben liegen, fo 
f d^neiben fic^ bie SerbinbungSgeraben 
cntfpred^enber ®dfen in einem ^ßunft. 

gig. 6. 
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b. 1^. bie 5ßunfte X,Y,Z finb ^ßunfte ber ©d^nittgeraben ber ©benen ber geg. 
^reiecfe. 2)amtt ift gugleid^ bie räumlid^e 93ebeutung ber @eraben X YZ barget^an. 
3)eutet man bie 3^J^"W"8 ö'f^ \^^^^ ^^^ ebenen (Seometrte, fo lautet ber 
beroiefene Ba^ unb feine Umfel^rung: 

©df)neiben fid^ bie SScrbinbungä? Siegen bie Sd^nittpunfte entfpted^en^ 

geraben entfpred^enber ©den jrocier in ber ©eitcn auf einer ©craben, fo 

einer Sbene liegenbcn 2)reiedfe in einem 
5ßunlt, fo liegen bie ©d^nittpunftc ent-- 
fprec^enber Seiten auf einer ©eraben. 

©ö^e ber ebenen ©eometrte lönnen balier aui) burd^ räumlid^e SSetrad^^^ 
tungen erhärtet werben. 

16. 3)ie 3^i^»iwng ^um Seroeiä beS 3)eöargueS fann räumltd^ nod^ tit 
anberer SBeife aufgefaßt werben: 

AB unb AC bilben mit A'B' unb A'C bie ©eiten eineä roinbfd^iefen 
3Sieredfä AYA'Z, b. f), etneä SSieredfä, beffen oier ßdfen nid^t in einer ßbenc 
liegen. 3)iefem ift ein beliebiges tbtnt^ Sieredf BCC'B' einbefd^rieben. 3)ic 
(Sdtn beSfelben finb bie ©d^nittpunlte einer beliebigen ®bene mit ben ©eiten 
beö minbfd^iefen 35ieredf§. 3)ann lautet ber 

©a$: 3ft einem minbfddicfen Sieredf ein ebenes einbcfdf)rteben, fo fd^neiben 
fic^ je jroei ©egenfeiten beä festeren auf einer diagonale beS roinbfc^iefen 
SSieredfä. 

3)er ©a^ fann aud^ unmittelbar beroiefen werben. Sluä 

^(BCC'BO-^ 

CCV ^ BB' 

(AYAO (AZA') 

AA' 

folgt: AA', BB', CC finb bie ©d^nittgeraben breier ©benen, fd^neiben ftd^ 
fomit in einem 5ßunlt. 3)aäfelbe gilt für B C, B' C, Y Z. 

beutet man bie 3eid^nung für bie ebene ©eometrie, fo lautet ber 
beroiefene 

©a^: 3jft einem ebenen 3Sieredf ein anbereS einbefc^rieben, von meld^em 
jwei ©egenfeiten ftd^ auf einer diagonale beä erfteren treffen, fo liegt aud^ ber 
©d[inittpunft beä anbercn ^aareä ©egenfeiten auf ber anberen diagonale. 

16. 3)ie ©ä^e beä 3)e3argueS unb vom minbfd^iefen SSieredf, für bie ©bene 
gebeutet, bicnen, ba eä fid^ bei iljnen um ben ©djnitt breier ©eraben in einem 
^unft l^anbelt, jur Söfung ber 

älufgabe: 3?ur mit §ilfe eincö Sinealg, ol^ne Senü^ung Don Söinfcl 
unb 3irfel, einen beliebigen $unlt einer (Sbtnt mit bem unjugänglid^en ©d^nitt^ 
punft ^meier ©eraben berfelben ju t)erbinben. 
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a) 2)cr $unft, etroa A, liege jroif d^en ben geg. ©eraben BB' unb CC, 
beten ©d^nittpunlt S unjugänglid^ fei. 

Stelle Don einem beliebigen ^unft X a\i^, ber nic^t jroifd^en ben 
geg. ©eraben liegen fott, brei beliebige, bie geg. ©eraben fd^neibenbe ©tral^len. 
35erbinbe A mit ben ©d^nittpunften B unb C 
beä erften ©trafjte bis gum ©d^nitt mit bem gig. 7. 

jmeiten ©tral^l in Z unb Y. 3)iefe ?ßunfte 
mit ben ©d^nittpunlten B' unb C beS britten 
©tral^lS t)erbunben, giebt A' unb l^iermit bic 
gefud^te ©erabe AA' burc^ S. (gig. 6.) 

Ober : S^ti beliebige, in A [\ä) Ireujenbe 
©erabe BZ unb CY beftimmen bie ©tral^len 
OB unb Z Y unb beren Sd^nittpunft X. Sielet 
man burc^ X einen beliebigen weiteren ©tra^l 
XB'C, fo ergeben bie fic^ f reu jenben ©eraben 
C'Y unb B'Z ben ©df)nittpunft A' unb bamit 
bic gefud^te ©erabe AA' burd^ S. (^ig. 7.) 

b) 5Der geg. 5ßunlt, etma B, liege auf berfelben Seite ber geg. ©eraben 
AA' unb GC, beren unzugänglicher ©d^nittpunft S ift. 

3iel^e von einem beliebigen ^unlte X, ber mie B nid^t in ber Sw^^^^^winfel^ 
fläd^e ber geg. ©eraben g unb h liegt, einen ©tral^l burc^ B unb jroei anbere 
©tral^ten beliebig, h werbe vom erften ©tral^l in C, vom britten in C getroffen. 
SSerbinbe einen beliebigen ^}5unlt A auf g mit B unb C bis jum ©d^nitt mit 
bem mittleren ©tral^l in Z unb Y, bann beftimmt YC auf g ben $unft A' 
unb A' Z auf bem britten ©traljl ben ^unft B' unb Ijiemit bie gefudfite 
©erabe B B'. (gig. 6.) 

Ober: 5«ad^ gig. 7 betrachte man C als geg. ?5unlt unb YZ unb BC 
als geg. ©erabe mit bem unjugänglid^en ©djnittpunft X. 

Sielte t)on einem beliebigen ^jjunftc S auf berfelben ©eite ber geg. ©c« 
raben mie G' jmei ©tral^len, ben einen burdf) C, ben anberen beliebig; erfterer 
fd^neibet bie geg. ©eraben in Z unb C, le^terer in Y unb B. 3)iefe ©d^nitt^ 
punfte über Äreuj Derbunben, entftel^t ©d^nittpunft A. 3)ann beftimmt Y C auf 
bem britten ©tral^l SA ben ^unft A' unb ZA' auf bem jmeiten ©tra^l $unlt B', 
fomit C'B' bie gefud^te ©erabe. 

35er Semeiä berul^t überatt auf ber perfpefticen Sage ber 3)reiedfe ABC 
unb A'B'C, bejm. BZB' unb CYC. 

17. 3)er ©a^ beä 3)e§argueä lä^t fid^ auf baä 3Sieledf auSbe^nen. ^ül^re 
ben Semeis für bie 2^eilbreiedfe, in meldte baS SSieredf burd^ bie diagonalen oon 
einer ©de au8 ^erlegt wirb. 

^Projijiert man bie ©eiten eineä ebenen n^ßdEs oon einem 5ßun!t S axi^ 
hnxö) Ebenen, fo ^ei^t ber burd^ bie (Sbzn^ beS n-ßdfs, bie fogen. ©runb^ 
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ebene, unb baS |)roiijterenbe ©benenbünbel begrenjte 9laum eine n^feittgc 
^^ramibe. 3)te feitlid^e Umgrenzung bilben n 3)rciecfe. S l^etfet.bic ©pi^e. 
3Rit biefem Segriff bcr ^ßpramibe lautet bcr Sa| bcä 3)eäargueS attgemein : 

@a^: Sebc ^ßprantibe wirb von jeber beliebigen Ebene nad) einem jur 
©runbfläd^e perfpeftiüen SSieledf gefcl[initten. 3)ie ©pi^e ber ^ßpramibe ift ba§ 
IßrojeltionSjentrum, bie ©d^nittgerabe beiber 3SieIecfSebenen bie 5ßroie!tionSaci^fe. 

^ür bie (Sbene gebeutet: 

©a^: ©efien bie SBerbinbungägeraben entfpred^enber ®(fen jroeier 35ielecfe 
iuxä) einen ^ßunft, fo liegen bie Sd)nittpunlte entfprec^enber ©eiten auf einer 
(Seraben unb umgelel^rt: 3)ie SSielecfe finb in perfpeftioer Sage. 

"^e^iitiitittngs^&ifte btx pexfptkiintn <£age jioeiet 'S^iCbeBenen. 

18. 3)a jebe (Sbtm burd^ brei Sebingungen ber Sage nad^ einbeutig be- 
ftimmt ift, fo folgt: 

3n)ei perfpeftioe ebene Silber im 3laum finb einbeutig beftimmt burd^ 

1. brei ^aare entfpred^enber 5ßunfte, 

2. jroei ^aare entfpred^enber ^ßunfte unb einen fidf) felbft entfprcd^enbcn 
$unft ber 2lrf|fe, 

3. ein ^aar entfpredjenber 5ßunlte, ben 3MitteIpunft unb bie Sld^fe. 

Seifpiele. 

19. 1. Seifpiel: Ocgeben brei (SUntn unb in jebcr berfelben ein $unft. 
©efud^t ber ©d()nitt ber ®bene ber brei fünfte mit ben geg. Gbenen. 

1. Söfung: 3)ie brei geg. Ebenen I, 11, III feien bargeftcttt burd^ il^re 
t)rei im $unft S fid^ treffenben ©d^nittgeraben. Segt man burd^ bie SSerbinbungö^ 
^erabe jroeier ber geg. 5ßun!te, ctroa P in I unb Q in n, eine beliebige Ebene 

(DEF), inbem man von einem beliebigen 

2^9. 8. 5pu„it D bcr ©c^nittfante (I, H) na^ P unb Q 

A? ©tral^Ien jie^t, roelc^e (I, HI) in E unb (n, 

/. V\ ni) in F treffen unb fomit E F alä ©d^nitt-^ 

/ W\ gerabe t)on (DEF) mit III beftimmen, bann 

Y^P\ V-\zL ^^^ gcwtä^ 5) ber ©djnittpunft t)on PQ mit 

/^siÄjT "^^^^^^^ EF berjenige 5Punft, in n)eld)em PQ bie &btm 

/ ^'''N^A^ in trifft. 35a biefer ^unft ein unt)eränberKd&er 

^f\/ fefter ^un!t ift, fo folgt, wenn man eine be? 

Y Ii«6ige gmeite Ebene (D' E' FO burd^ P Q legt, 

^ ba^ au^ E' F' burd^ gelten mu^, b. f|. Ebene 

HI fd^neibet baö Ebenenbüfd^el ber 2lc^fe PQ nac^ einem ©tral^tenbüfd^el burd^ 

ben ©d^nittpunft ber Ebene IH mit ber 2ld)fe PQ bcg Süfc^elS; bal^er, 

weit bie gefurfjte ©djnittgerabe von (PQR) unb in burd^ E gelten mufe, OR 

^hzn biefe ©d^nittgerabe. SScrbinbet man ben ©d^nittpunft X t)on OR unb 

©djnittfante (H, HI) mit Q, ben ©djnittpunft Y t)on OR unb ©d^nittfante 
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(I, ni) mit P, fo treffen fid^ XQ unb YP in einem 5Punft Z ber Sd^nittlante 
(I, II), fomit XYZ baS gefuc^te ed^nittbreiecf. 

3)amit ift j^gleic^ für bie ebene (Seometrie bie Stuf gäbe gelöft : ©in 3)rei- 
ecf ju jeid^nen, beffen Seiten burd^ brei geg. 5ßun!te gefjen, beffen ©cfen auf 
brei in einem $unft fic^ fd^neibenben ©eraben liegen, 

unb ber 8a$ beroiefen: 



2)rel^en fid^ bie ©eiten eineä Der^ 
änberlid^en 3)rciedfS nm brei f efte fünfte, 
bie in einer ©eraben liegen unb be- 
wegen fid^ babei jroei ©rfen in jroei 
feften ©eraben, fo beroegt fid^ anö) bie 
britte ®dte in einer britten feften @e- 
raben, bie fid^ mit ben beiben erften in 
bemfelben 5Punft fd^ncibct. 

bie Sä^e: 

Dxtf)tn fid^ bie ©citen eines vtr-- 
änberlid^en Dollftänbigen SSierfeitä (bie 
©df)nittpunfte ber ©egenfeiten eines 
geroöfinlid^ett SSieredfä red^nen l^ier zhtn- 
faHä afe edten) um vkx fefte 5PunIte, 
bie in einer ©eraben liegen, roäl^renb 
brei @dfen beäfelben fid^ in brei geg. 
©eraben bemegen, fo bewegen fid^ aud^ 
bie übrigen brei ©dfen be§ SSierfeitS in 
brei anberen feften ©eraben. 3e brei 
ber fed^S ©eraben gelten burd^ einen 
5ßunlt. 

©Ott ber ©a^ für fid^ bemiefen 
werben, fo ift auf bie 2^eilbreiedfe beö 
SSierfeitä 14) anjuwenben. 

©el^en bie brei erften ©eraben burdf) 
einen $Punft, fo fd^neiben fid^ fämtlid^c 
fed^S ©erabe, auf benen bie 6dfen beä 
aSierfeitS fid^ bewegen, in biefcm 5ßunlt. 
3)ic 3Sierfeite liegen in biefem ^att 
perfpeftio: fie finb, räumlid^ betrad^tet, 
bie ©d^nitte einer oierfeitigen ^Ppramibe 
mit ben @benen eines ©benenbüfdfiels, 
baS bie ©erabe ber oier feften 5ßunfte 
pr äld^fe l^at. 

2. Söfung. Setrad^te bie geg. ßbenen als ©eitenfläd^en , ein beliebiges 
©d^nittbreiedf ABC als ©runbfläd^e F einer breifeitigen 5Ppramibe. ®ie PQ 



Sewegen ftd^ bie (Sdfen eines vex-- 
änberlid^en 3)reiedtS auf brei feften ©e^ 
raben, bie burd^ einen ^unlt gelten, 
unb breiten fid^ babei jwei ©eiten um 
gwei fefte ^ßunfte, fo brel^t fid^ axici) bie 
britte ©eite um einen feften 5ßunft, ber 
mit ben beiben anberen fünften in einer 
©eraben liegt. 

2luf baS 35ieredf erweitert, lauten 

Sewegen fid^ bie &itn eines t)er= 
änberlid^en oottftänbigen SSieredfS (bie 
SSerbinbungSgeraben ber ©egenedfen 
eines gewö(|nlid^en SSieredfS red^nen l^ier 
cbenfatts als ©eiten) in oier burd^ 
einen 5ßunlt gel^enben ©eraben, unb 
breiten fic^ babei brei ©eiten beSfelben, 
bie nic^t burd^ einen $unft gelten, um 
brei fefte 5ßun!te, fo breiten fid^ bie 
übrigen ©eiten um brei anbere fefte 
fünfte. 3)iefe fed^S ^ßunlte liegen ju 
je breien auf einer ©eraben (^ig. 6). 
SlIS ©rel^punfte beS t)eränberKd^en aSier= 
edfs AYA'Z finb bie auf ben fed^S 
©eiten beSfelben liegenben fed^S ©df-- 
punlte beS SSierfeitS BCC'B' ju be^ 
trachten. 



12 



aug™, 
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von S aue ptojigieienbe @6ene [{^neibet bie 
©runbftöc^e nad) bet PQ jugeorbneten ©trerfe 
P'Q'; bet Srfmittpunft K oon PQ unb FQ' 
ift bo^et berjenige iPuntt, in roetcfiem PQ bie 
®tunbflärf|e r fdjneibet. ^rojijiert man ebenfo 
Don 8 QUO bie (Seiten QE unb ItP nad) F, 
(o folgt aus bet petfpettiüen Soge bet SJreierfe 
PQE unb P'Q'ß', ba^ bie Sc^nittpuntte E, 
L, M entfptec^enber ©eitcn in einer ©etaben 
liegen, roel^e bie Si^nittgetabe g bet 6kne 
(PQR), mit bet ®tunbp^e T ift. »tingt 
man Sbene (PQR), lütjet mit ^ [legeidinet, 
gum Schnitt mit ben '3ettenflä<^en bet ^qtamibe, fo folgt auä 

BC/^^AuP CA/^°'^VQ AB/^™>WE 

r 2 r ^ r 2 




bafe but(^ Sttbinbung bet geg. ^untte P, Q, E mit ben gJunften XJ, V, W, 
in roelc&en bie Orunbfeiten BC, CA, AB bie ©tfinittgerabe g tteffen, baä 
gefuc()te ©c^nittbreiecl XTZ entftelit. 

§at man UP unb VQ gejogen, \o gef)t jut %ioht XY buti$ W. 

20. 2. Seifptel. ©ege&en eine »ietfeitige ^gtamibe mit bei ©pi^e S 
unb ©tunbflä{l^e ABCD. iCen ©d^nitt mit einer ®6ene ju geit^nen, bie 6eftimmt 
fei bur(^ eine AB in U wnb BC in V fdineibenbe ©etabe g unb 5|Juntt T ouf 
bet ©eitentonte SD. 

Söfung: I)a Y ben ©benen m unb IV onge^ött, fo beftimmt man juetft 
ben ©(^nitt ber S6ene (UVY), tui^ gefrfirie&en 2, mit biefen jroei ©eiteneSenen: 

^''■''- DC^'^^XY 

r 2 



DA / ^ YZ 

r 2; 



vjifp- 3Jet6inbe ba^et Y mit ben fünften K unb L, 

in roeU^en g von ben ©tunbfanten DA unb 
DC getroffen raitb, bann ift UVXYZ ber gefugte ^lut^fc^nitt. 

3ut 5Bro6e treffen [\4) ZU unb XV in einem $untt W bet ©eitenfanfc 
SB, bem ©d^nittpunft ber ebenen I, n, 2. 
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21. 3. ScifpicI. ©a^: S^beS t)tcr l^armonifci^e fünfte einer GJcraben 
projijierenbe ©Benenbüfd^el wirb Don jeber beliebigen (Seraben in t)ier J^armo? 
iiifd^en 5ßunften gefc^nitten unb l^ei^t bal^er ein l^armonifdf)eS ®6enenbüfc^el. 

SeroeiS: 3)a mer l^armonifc^e fünfte einer GJeraben, von jebem beliebigen 
tßunft aus, ftetä burd^ ein l^armonifd^eS ©trafjlenbüfd^el projiziert werben, baä 
von einer Beliebigen GJeraben ber Q^btnt beä Süfd^elä felbft wieber in vkx l^ar? 
inonif d^en 5ßunften gefd^nitten wirb, bie ju ben geg. vkx perfpeftit) liegen, fo 
folgt: 3i«^t man burd^ einen ber oier l^armonifd^en 5ßunlte ber geg. ©eraben g 
«ine beliebige ©erabe h, fo fd^neibet ®bene (gh) baä ©benenbüfd^el nadf) einem 
l^armonifd^en ©tral^fenbüfd^el, beffen 5DlitteIpunIt ber ©c^nittpunft ber 2lc^fe be§ 
@Benenbtifdf)efe mit (gh) ift. 3)iefeS ©tra^Ienbüfd^el erjeugt auf h oier l^armo^ 
Ttifc^e, ju ben 5ßunften auf g perfpeltio liegenbe Sßunite. 3icl^t man burd^ einen 
t)erfelben, jebod^ nid^t burd^ ben g unb h gemeinfamen, eine weitere beliebige 
©erabe k, fo wirb and) biefe oon bem ©tra^Ienbüfc^el, baS a(ä ©d^nitt ber Qitm 
(hk) mit bem @benenbüfd^e( entfielet, in vkx, ju ben 5ßunften auf h perfpeftioen, 
l^armonifd^en 5ßunlten gefd^nitten. Sä^t man bie »erbinbenbe ©erabe h weg, fo 
fann k afö eine, bej\üglid^ g beliebige ©erabe betrad^tet werben, womit ber ©a$ 
bewiefen ift. 

22. 2lufgaben inm erftcn Slbfc^nitt: 

1. ©egeben brei pd^ fd^neibenbe Ebenen unb in jweien berfelben je ein 
5ßunft. ®en ©c^nittpunft ber bie Sßunite t)erbinbenben ©eraben mit ber 
britten Ebene ju beftimmen. 

2. ^nxd) vkx oon einem 5ßunft auSgeljenbe ©erabe finb bie fed^S Ebenen 
gelegt. S^id)m bie ©d^nittgeraben ber brei 5ßaar ©egenebenen. Sin? 
beutung : SBäl^Ie in jwei ©egenebenen unb einer beliebigen britten Ebene 
beS Ebenenbünbefö je einen $unft unb benfe fid^ burd^ biefe brei 
5ßunfte eine Ebene gelegt. 

3. 3n jwei ©egenebenen beS in 2. geg. EbenenbünbelS liege je ein 5ßunft. 
3eid^ne bie ©c^nittpunfte ber 33erbinbungSgeraben beiber 5ßunfte mit 
ben übrigen Ebenen be§ Sünbelä. 

4. 5Jlad^ wieoiel ©eraben fd^neiben fid^ n Ebenen? ©onbcrfatt, wenn bie-- 
felben burd^ einen 5ßunft gelten. 

5. 5Rad^ wieoiel ©eraben fd^neiben fid^ n Ebenen, wenn cc berfelben burd^ 
eine einzige ©erabe (Ebenenbtifrfjel cc), ß anbere burd^ eine jweite 
©erabe (Ebenenbüfd^el ß) gelten unb y anbere fid^ nid^t fd^neiben, b. \j. 
parallel finb? 

6. %nxi) n Tanten eineä Stral^IenbünbelS laffen fid^ wieoiel Ebenen 
legen? 

7. ©egeben eine fünffeitige 5ßpramibe unb auf brei ber ©eitenfanten je 
ein 5Punft. B^i^ine ben S)urd^fc^nitt ber 5ß^ramibe mit ber Ebene ber 
brei 5Pun!te. 2)eutung für bie ebene ©eometric. 
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8. ©ine beliebige ^jj^ramibc burd^ eine ©kne ju fd^neiben, bie beftimmt 
fei burd^ eine beliebige @erabe ber @tunbßäd^e unb einen beliebigen 
5Punft einer ©eitenfante bej^ro. einer @eitenflädf)e ber ^ß^ramibe. 

9. S^^Ö^ttb ein ©tra^l burd^ bie ®pi$e einer beliebigen 5Ppramibe treffe 
bie Orunbfläc^e in einem 5PunIte P. 3)en ©d^nitt biefeS ©tral^ls mit 
einer beliebigen, bie ^^ramibe fd^neibenben (Sbtnt ju beftimmen. 

10. ©urc^ jroei beliebige, perfpeltice 3)reiedfe feien bie §älften ber 3cic^- 
nungSebene als perfpeftioe ^ßunltfpfteme einanber jügeorbnet. Qn einem 
beliebigen ^ßunft (ober (Seraben, ober Sieled) beS einen ©pftemä ben 
jugeorbneten 5PunIt (®erabe, SBieledf) beS anberen ju finben^ ol^ne Sc^ 
nü^ung be3 $rojeftionSmittelpunfte3. 

11. ©egeben in ©bene I bie ^ßunlte A unb B, in 11 bie ^JJunfte unb D, 
in m bie ^jjunlte E unb F. Seftimme bie ^ßunfte, in bencn bie 
brei ©benen oon ber ©c^nittgeraben ber 6benen (A C E) unb (B D F) 
gefd[initten werben. 



IL aßfc^ttitf. 

ilaraOrlr |agr nn §m^tn n^ fkrttrii. 



23. §auptfa$: 5Durd^ parallele SSerfc^iebung oon Oeraben bejro. ®benen 
änbert fidf) beren Slid^tung bejrn. Stellung nic^t, b. 1^. bie in oerfd^iebene neue 
Sagen parattel oerfd^obenen Oebilbe, ©erabe unb ßbene, ftnb mieber parallel. 

^axattett ^traben. 

24. 3)urd^ jroei parallele ©erabe ift eine &itm einbeutig beftimmt. 
Sebe ©erabe einer ©d^ar oon n ^arattelftra^len im Slaum läfet [xi) bal^er al^ 
3ld^fe eineä ®benenbüfrf)elö betradjten, beffen n— 1 ©benen bie übrigen n — 1 $a^ 
raHelen oon ber Sldife auä projizieren. 3im gangen erl^ält man fomit n Qh^ntri' 
büfd^el oon je n— 1 ©benen, babei ift jebe ©bene boppelt gered^net, fomit 

©a^: 3)urd^ n 5ßarattelftra^len laffen fid^ — ^ — - dUnzn legen. 

^üsna ober $&it(e. 

25. S)er oon ben m äußeren Slanbebenen eineä ©benenbünbelä mit unenb? 
lid^ ferner ©pi^e 24) unb il^ren m ©d^nittfanten begrenjte, in ber Slid^tung ber 
Tanten offene 2^eil beö Slaumcä ^ei^t m^feitigeö ^riäma. S^be beliebige ©bene 
fd^neibet baSfelbe nad^ einem ebenen in=©df bcjm. m;©eit, raenn bie diagonal- 
ebenen gelegt finb. 
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(Sin m^IettigeS ^liärna entfielt fomit aud^, raenn eine @eTdbe, fidi fel&ft 
paioOel, tängä ber ©eiten eineä ebenen m;@dä hingleitet. 

26. ^i^genb jroei ebene Schnitte ttes ^tiämaä fiafien folgenbe Gigenfd^aften 
bei Sage, von benen bie eine bualiftif<^ bie anbete bebingt: 

1. ^te ä^eibinbungägeraben ent[prei$enber @cten finb fiataHel. 

2. ^ie ©cf)ntttp«nfte entfptet^enber ©eilen unb Iiiagonalen liegen auf 
einet ®etaben, bet ©d^inittgetaben beibet Silbebenen. 

Iiieje feefcnbeie perfpelttoe Sage, bei roelc£)et ber $tojeftionämttte())unft 
im Unenblic&en liegt, ^eißt ißatallelpetfpettiDe ober fd^räge (ft^iefe) 5ßaraHe[= 
projeltion, ßonalteriftfie ^perfpeffioe , oud^ Slffinitfit, roegen bex groifi^en ben 
nttc^ biefcm ^rojeftionäoetfa^Ten ^ergefleHten Silbern befte^enben 3{etroonbtf(^aft. 

®a|: ^ebet ebene @(!|nitt etneä ^riSmaä 
ift baS affine ober pantllelpetfpefttDe Silb eineä Sig. 11. 

anbeten. 

27. Die Sage offinet Silbet jroif^en pro; 
jigierenben ^JataQelftta^Ien geftattei bie älnitienbung 
beä iptoportionallc^rfa^eä. 3'«^* man in ber oberen 
Si[bebene beS breifeitigen 5Prismaä eine beliebige 
®etabe, meiere AB in D unb B C in E fct)neibet, 
fo beftimmen bie projijierenben Strahlen burt^ D 
unb E bie bet ©etaben D E entfprei^enbe ©erabe 
D' E' ber unteren Silbebene. 3)ann ift in ben 
feitlidien 3^tapegen: 

BD B'D' ^. BE 

"DA" = D^Ä^ ""■* ^C^ 




E'C 



©a$: entfpret^enbe ©trecten poroffeI))etfpeHiDer Silber roerben butd^ ent= 
fptecl()enbe Ißunfte im felben Sßet^ältniß geteilt. 
3ft DE II AC, alfo 

BD BE 

DA ~ EG 
fo folgt gemä^ oben: 

B'D' _ B'E' 
D'A' ~ E'C 
b. ^. D'E' II A'C fomit 

©a§: ^atollele ®etabe nietben \mxä) ^ßataHelpErfpeftioe auf eine a3ilb= 
ebene roieber als paraSele @etabe abgebilbet. 

28. Iiie in ben beiben legten ©öjen auägefprorfienen (Sigcnfcf)aften mod)en 
bie ^arößelpeifpeftine jur 9lb6tlbung fteteomettif(^er ©ebitbe feilt geeignet. 
Sobutc^, ba^ bei biefei Slbbilbung S^eiloer^ältnifie non ©treden bei CnginatS 
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^araKele 2aq^ oon ®eraben unb ®6enen. 



unDcränbcrt crl^altcn bleiben, entfielet eine gcroiffe SBerroanbtfdjaft ^roifd^cn 33ilb 
unb Original, atterbingä nod^ feine fo nal^e SSemjanbtfd^aft, wie eö bie 2le^ttUci^feit 
ift, aber bod^ eine fo((|e, bie beroirlt, ba^ bie Setradf)tung beS parattelperfpe!tit)en 
33ilbe§ nid^t nur ben ©inbrudf beS Originals überl^aupt, fonbem t)or affem bie 
SSorftellung ber ©röfeent)erf|ältniffe beäfelben erroecft. 

SleJ^nlid^e Setrad^tungen wie 18) jeigen, ba^ bie 3^i^«««9cn tjon räuntlid^ 
in »erfd^iebenen Silbebenen liegenben parallelperfpeftit)en Silbern unmittelbar für 
bie ebene ®eometrie gebeutet werben bürfen. 

29. 2Bie bei ber S^ntralpcrfpeltiDe, fo ift bie Sage parallelperfpeftiocr 
33i(ber im 9laum einbcutig beftimmt burd^ 

1. brei 5ßaare jugeorbneter fünfte, 

2. jmci 5Paare jugeorbneter 5PunIte unb einen 5ßunft ber ^Projeftionö- 
ober Slffinitätäad^fe, 

3. ein 5Paar jugeorbneter 5ßunlte unb bie SlffinitätSad^fe. 

Seifpiele. 

30. 1. Seifpiel: 2luf ber Dertifalen SBanbtafel fei über einer l^orijontalen 
©tredfe alä Seite ein regelmäßiges Btd)^ci gejeidjnet. 3«i^'i^ baS parattel^ 

perfpeftioe S3ilb in ber burd^ bie roags 
Sig- 12. xz6)iz ©edfiScdffeite gelegten roagred^ten 

3^ifd^ebene JS* (§orij;ontaIebene). 

CD ift Saffinitätöad^fe. 5Durd^ bie 
Stngabe beS 3^reffpunftS eincä einzigen 
^rojeftionSftral^fe ift baS parattelper= 
fpeftit)e Silb einbeutig beftimmt, 3)er 
©tra^I A A' treffe 2 in A', bann ift 
A'M baS Silb von AM, ber ©tra^I 
BB'IIAA' beftimmt bal^er auf A'M 
ben B jugcorbneten 5ßunlt B' u. f. f. 
3ur 5Probe: 3)a ABHDF, fo ift 
A'B'IIDr, ebenfo CB'IIFG'; ferner, mie im Original fo im S3ilb, O'A' 
= 0' D, 0' B' = 0' F, O'C = 0' G' u. f. f. 

5DaS parattelperfpeltiDe Silb A' B' C D T G' beS regulären ©ed^SedfS cr= 
frfjeint, mit le^terem Derglid^en, vtxtixx^t unb fd^ief. TOd^tSbeftomeniger ift e§ 
geeignet, bie rid^tige SSorftettung eineä in ber ©bene beä 2^ifd^eä liegenben 
regulären ©ed)äedfä ju erroedfen, fobalb man ftd^ A'O nid^t tjcrfürjt, fonbem 
ebenfolang mie A C unb nid^t fd^ief , fonbem f enfrec^t pi B' F' Dorftettt. SRur 
biejenigen Stredfen, bie parattel ber Sld()fe finb, bilben fid^ l^ier in majorer ®röße ab. 
2)ie SängenauSbe^nung bleibt l^ier erhalten, bie Sreite bagegen erfd^eint t)crfürjt. 
aSerfürjung l ift bal^er baS SSer^ältniS ber Silbbreite jur maleren Sreite: 

A'C 




l = 



AC 



^arattclc Sage oon ©crabcn unb ©bcncn. 17 

9Jctgung tft ber 2BtnIc(, ben bic Sreitcnauäbel^nung bcS Silbeä mit bcr 
Sängenauäbel^nung cinfc^lic^t: c^ = < A'K'B'. 

5Räl^crc Scftimmungen über bie ®eftalt eines paraHelpcrfpcftioen 33ilbeS 
trifft man gcroöl^nlici^ burd^ Stngabe ber 3ScrIürjung unb Steigung beäfclbcn. 2)ie 
üblid^en, für bie B^i^^w^S öwnftigften 3Rafeannal^mcn fmb 

SSerlürjung -g- unb 9Zeigung 45 <* ober 90° 

30 ober 60 <> 



n o tt tt 

2 



3 



n Q it u 



60« ober 30 '^ 



3n obenftel^enber 3^iti^wu"9 ift A = -ö- unb a = 60^ 

Seidene, in ä^nlid^er SBeife wie oben, bie paraMpcrfpeftioen Silber beä 
Tcgulären ©ed^äecfs, roenn bie älffinitätSad^fe a) eine gro^e 2)iagonaIe, b) eine 
Heine diagonale, c) bie ©enfred^te im Snbpunit ber großen diagonale ift. 

31. 2. »eifpici. 2)cr SBürfel. 

2)ie Wintere ^Jläd^e A'B'C'D' eineä 9BürfeIä, beffen ©runbfanten ^orijontal 
jein mögen, liege in ber oertiMen 2lafelebene. 2)ic parallelen Sonnenftral^len 
fallen t)on oome fd^ief auf bie 2^afel, bann werfen bie l^orij\ontaIen 3Bürfel!anten 
^leic^e unb paraffele Sd^atten: A' A'' # B'B'' # C 0" # D'D". 3Serbinbet man 
"bie (Snbpunfte biefer Sd^attenlängen , fo entfielet baä 
Duabrat A"B''C"D'', baS paraffelperfpeltioe 33ilb 3^9- ^''^• 

"ber oorberen SBürfelfläd^e AB CD unb bie gonje 3^i^« 
ttung fteUt bie paralle(perfpe!tit)e 9lbbi(bung beS 2Bürfe[3 
<juf feine l^intere ^läd^e bar. C 

^ßaraffelogramm A'A"B''B' ift boS parattel^ 
perfpeftioe S3ilb ber l^orijontalen SÜBürfelfläd^e. @ä 
«rroedft ootttommen ben (Sinbrudf eineä quabratifd^ ab-- 
^egrcnjten, ütmxi ^(äd^enftüdfä unb wirb bal^er im 
folgenbcn jur parallelperfpeftit)en 2)arfteIIung oon 
Ebenen benü|t. 

©tatt bie Slid^tung ber Sonnenftra^Ien j\u geben, ^ätte man j. 83. x^tx- 
langen fönnen, boS paraffelperfpe!tit)e 33ilb beä SÜBürfelS etroa mit 3Ser!ürjung 

-^ unb Steigung 45» ju jeid^nen. 2)ann ift D'D" = -^ D'C unb <D"D'C' 

= 45° ju nel^men. 

(Sieb mit einer 5WabeI genau bie ©teHung CC" ber Sonne an im SRaum! 

Uebung: '^t\6)m in ber §orijontolebene baä parattelperfpeftioe 33ilb eineö 
in beliebiger Sage ouf ber 3Banbtafe( gcjeid^neten Duabratä bejjro. 3SieIetfä. 

32. 3. 33eifpiel. Seftimmung beS ©d^nittbreiedfä einer (Sbene mit einem 
"breifeitigen ^riämo in majorer ®rö^e mittels UmHappung. 

©auerbed, etereontdrie. 2 



18 parallele Sage von @eraben unh @6enen. 

Um baä Sd^nittbrciccf XYZ in einer beliebigen ßbene (ABC) in wahrer 
GJrö^e barjufteHen, bre^t man bie @bene -2'biefeä 2)reiecfS um bie ©d^nittgerabe TJW 
beiber ®benen in bie ßbene (ABC). 35a bei biefer Umflappung bie fünfte ber 

Xxtf)ad)U i^re Sage nic^t änbem, \o bel^alten 
gig. 14. AXYZ unb feine Umtlappung AX'Y'Z' bie 

y-;^.^J^L..^^^ ßigenfd^oft, ba^ bie ©d^nittpunfte cnifpred^cnber 

^-l'-7:rt^z Seiten auf einer (Seraben, ber ©c^nittgeraben 
\/ 'y/A beiber ©benen, liegen ; nac^ ber Umfe^rung be^ 

/x' \ ©ö^eö t)on 2)eäargueä fd^neiben fic^ ba^er bie bret 
// \\ \ 3Serbinbungägerabcn entfpred^enber @rfen beiber 
-/x y\ \ I)reierfe in einem ^unlt. I)iefer 5ßunft liegt 
/ \ /' \ \ unenblid^ fern, benn, wenn UX'Y' bie XKVxt 

/J — :Xc Sage ber ©eraben ÜX Y ift, fo ift ÜX' = UX 

\/ unb ÜY' = ÜY, bal^er XX' || YY' u. f. f., 

b. \), baS ©d^nittbreied liegt paraffelperfpeltii) 
ju feiner Umflappung. 2)urc^ Beilegung in 2)reicdfe lä^t fid^ biefelbe Setrad^tung 
für jebeS beliebige SSieledf burd^fül^ren, bal^er 

© a ^ : 2)rel^t fid^ bie ®bene eineä 3Sieledfä um eine i^rer ©craben alä fcfte 
Sld^fe, fo ift jebe neue Sage be§ SSielcdfä jur urfprünglid^en paraffelperfpcftit). 

2)ie Kenntnis ber neuen Sage einer einzigen ®dfe ober ©eite beä SSieledfS 
ift fomit l^inreid^enb , um baä ganje SSieledf in neuer Sage (in ber Umllappung) 
gu jeid^nen. 

33. Sel^anblc bie im Slbfd^nitt I über bie ©d^nitte breier (Sbenen unb 
^^ramiben gefteUten Stuf gaben für ben ^aH, ba^ ber ©d^nittpunlt ber brei 
©benen, bejm. bie ^^ramibenfpi^e inä Unenblid^e fällt, bie ^pramibc alfo in ein 
^riöma übergebt, inäbefonbere bie Stuf gaben 19) unb 20). 



0etabe fiaraffeC ^Bette. 

34. @ine ©erabe ift parallel einer @benc, xotnn fie eine §auptbimcnfion 
ber @bene ift, b. \), wenn fie burd^ ^aralleberfd^iebung , etma längs einer be- 
liebigen, fie fd^ncibenben ©eraben, in eine ©erabe ber ®bene übergel^t. 2)abei 
befd^reibt bie fid^ bemegenbe ©erabe felbft eine @bene, fomit 

©a|: 3ebc ©bene burd) eine ju einer ßbene parallelen ©eraben fd^neibet 
le|tere @bene nad^ einer jur ©eraben parallelen ©c^nittgeraben. 

2)re^t fid^ le^tere %hvm um biefe ©d^nittgerabe als fefte 2ld^fe, fo fann 
biefe als eine allen %\itmn beä entftel^enben ©benenbüfd^elS gemeinfame ^aupt^ 
bimenfion betrad^tet merben, b. \. 

©a|: SlUe burd) eine t)on jmei parallelen ©eraben gelegten ©benen fmb 
ber anberen ©eraben parallel. 



^arattclc Sage oon ©croben unb @5cncn. 19 

Scibc ®ci|e lauten mit anberen SBortcn auä): 

1. ScbcS ©bcnenbüfc^el roirb burc^ eine ju feiner Stci^fe parallele ®bene 
naä) einer ^arallelgerabenfd^ar gefd^nitten. 

2. Sinb ©erabe parallel, fo ift auä) jcbe bem ©benenbüfd^el burd^ bic 
anbere parallel. 

35. Segt man burd^ parallele ©erabe beliebige ®benen, fo fönnen erfterc 
alö gemeinfame ^auptbimenfion aHer biefer (Sbenen betrachtet werben; überoll, 
reo biefe ®benen jum ©d^nitt fommen, erftredfen fie fid^ bal^er in jener Sluö? 
bei^nung, b. l). 

©a^: ßbenen burc^ parallele ®eraben erzeugen ju le^teren parallele 
d^nittgeraben. 



© 



^entxatpttfpekixve «JiMiCbttttg bes yfaxattetflxaf^tenHnbets. 

36. ®ine intereffante Slnroenbung obiger ©ä|e ift bie jentralperfpeftioe 
Slbbilbung paralleler ®eraben im Saum auf eine oertifale 33ilbebene. 

©amtliche ®benen, welche oom Sluge an^ ein ^araHelftral^lenbünbel oon 
beftimmtcr SRic^tung projizieren, fd^neiben fid^ gemä^ 35) nod^ einer einzigen, ben 
Strahlen beä Sünbelä parallelen ®eraben burd^ baä Sluge, meldte bie Silb^ 
ebene im fogen. ^lud^tpunft trifft. 2)urd^ ij^n gelten fämtlid^e ©tral^lcn beg 
33üfd^eU, baä alö ©d^nitt ber 33ilbebene mit bem ©bcnenbüfd&el, bcffen Sld^fe bie 
oom Sluge nad^ bem ^lud^tpunft fül^renbe ©erabe ift, ba§ paraHelperfpeftioe 33ilb 
ber 5|8arallelenfd^ar im SRaum barfteHt. 

Snöbefonbere l^aben alle l^orijontalen ®eraben unb ^arattelenfc^aren in U- 
liebiger ^'6f)t über ber ^orijontalebenc unb oon oerfd^iebenfter Slid^tung (2Binb= 
rofe) il^re §lud^tric^tung in ber, burd^ baä Sluge gelegten ^orijontalebene. 2)ie 
l^orijontale ©d^nittgerabe biefer ^btnt mit bem ^immefögcmölbe, bej^m. mit ber 
Dcrtifalen Silbebene ift bie fogen. ^lud^t ber ^orijontalebene unb ^ei^t Stugen-- 
^ö^e ober ^ori^ont. 

©a|: 2)ie ^lud^tpunltc fämtlid^er l^orijontalen ®eraben unb ^ßarattelen? 
fd^aren beä SRaumeä liegen in ber Slugcnl^öl^e. 

35a wir oom SRoum nur baä oon unferem Sluge ate 3Wittelpunft auf eine 
Silbebene (©laäfd^eibe bejm. 5le|^aut) entworfene ebene perfpeftioe 93ilb erblirfen, 
fo feigen mir ®erabc unb ^Parallelen, bic im Slaum wirflid^ l^orijontal liegen, 
im allgemeinen nid^t mieber l^orijontal, fonbern, je nad^bem biefelben im Slaum 
f)'6^tx ober nieberer olä bie Slugenl^öl^e liegen, in einem beftimmten 5ßunlt ber 
Slugenp^e, eben bem glud^tpunft, ab-- bejm. anfteigenb enbigen ober gufammen-- 
laufen. 9Zur biejenigen horizontalen im SWaum, bie in Slugenl^öi^e liegen ober 
zur 33ilbebene parallel finb, werben wirflid^ J^origontal gefe^en, alö bie Slugen-- 
i)öf)e felbft bejw. alä parallelen ju berfelben. 3jm le^teren ^all ift ber unenb-- 
lid^ ferne ^unft ber Slugenl^öl^e ber glud^tpunft. 
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parallele Sage oon 6)eraben unb ®5enen. 



3Serti!a(c ©crabc im 9laum crblidcn wir ftctd roteber ocrtilal. ^^x gluckt« 
punit ift baS 3««it^ ober bcr ©^citelpunft, b. f). bcr über unferetn ©d^eitel be^ 
finblid^e, uncnblt^ ferne Sßunti, nad) toeld^etn ba« Sen!b(ei toeift. 35er ©d^nitt 
bcr ocrtifalen Silbebene mit bcm projijierenben (gbenenbüfd^el ift bal^er eine 
^Paraffelenfd^Qr jjur oertifalcn Sfd^fe bcä Süfd^ete. 

a)a bie glud^tpunfte aller, jur Silbebene parallelen ©tral^len unenbKd^ ferne 
fünfte ber Silbebene finb, fo folgt allgemein 

Sa^: äffe jur Silbebene paraffelen Strahlen projizieren fid^ mieber alö 
5ßaraffelftra^len berfelben Slid^tung. 

Unb 

Sa^: 2lffe jur Silbebene fd^iefen 5ßaraffelftral^len , bie nid^t l^orijontal 
fmb, fonbern auf-- bejro. abfteigen, l^aben il^re glud^tpunlte im ©nblic^en ober- 
bejn). unterl^alb ber aiugen^ö^e. 

(Srflärung ber fjigur : 3wjei paraffele gleid^^o^e Saumrei^en längs bcr bie 
©runbebenc barfteffenben l^orijontalen, jur t)ertilalen Silbebenc (ABGC) fd^icfcn 
©tra^e gh. ^rojeftionömittelpunft baä aiuge. OF||g trifft bie Silbebene 



gig. 15. 




P^^ 



im glud^tpunft F ber ^araffelenfd^ar f||g||h||k. 3)ie 3lugen^öl)c ober ber 
§orijont ZZ ge^t burd^ F paraffel bcm fogcn. SRi^ EE, ber ©d^nittgcraben ber 
©runb: unb Silbebene. Stral^lenbüfd^cl F — AB CG ift ber ©d^nitt beä ebenen^ 
büfd^ete — ghf k mit ber Silbebene. 5Kan crblirft alfo oon au^ bie unter-- 
l^alb 3lugen^öl)e oerlaufenben, in SBirflid^feit paraffelen ©tra^enränber g || h fd^icf 
jum glud^tpunft anfteigenb als AF unb BF, bie oberhalb Slugenl^öl^e bie SBipfel 



^araUele Sage r>on ^eraben unb (Ebenen. 
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tjcrbinbenbcn horizontalen f||k bagcgcn jum IJlud^tpunft abftcigenb alä CF 
unb GF. S3eibe Saumreil^en fd^einen an ^öf)t abnel^menb unb jroar bie l^intere 
[tarier als bie oorberc, im ^unlt F sufammenjulaufen. 

2)ie projijierenbe (Shtm burd^ DE unb bie Silbebene burd^ baä £ot FQ 
fd^neiben fid^, ba DE(|FQ, nad^ ber ju biefen 3Scrtifa(cn paraMen unb fomit 
ebcnfattS SScrtifalen D'E', bem »Üb oon DE. 

2)ie ganjc l^intcr bem Sift ftd^ auäbe^nenbe ©runbcbene bilbet \\d) ah ttuf 
ben 2:cil ber Silbebene jroif^cn äugenl^öl^e unb 9li^. ®e6e in beiben Saumrei^en 
biejenigen fünfte an, bie m in ben ^ortjont abbilben mürben. 3^if^ß*^P^öbe? 



37. ©benen, bie fid^ nad^ benfelben jmei beliebig gemäl^lten ^auptauö^ 
bc^nungen crftredfen, l^ei^en parattel: il)re Sd^nittgerabe liegt im Unenbli^en. 

38. Sebc ©erabe ber einen 6bene gel^t fomit burc^ ^aratteberfd^iebung 
in eine ®erabe ber anberen (Sbene über. 33erfd^iebt man längä einer beliebigen, 
bcibe ^arattetcbenen fd^neibenben ©eraben, fo befd^reibt bie fic^ berocgenbe ©erabe 
eine ©bcne, ba^er 

@ a I : parallele @benen merben burc^ beliebige anbere Qbtmn nac^ paral: 
lelen ©erabcn gcfd^nitten. 

39. Stgcnb gmei ^araUelgeraben einer fold^en ©d^nittebene beftimmcn mit 
ben parallelen, nac^ meldten biefc &bcm ein ^ßaraHelebenenpaar fd^ncibet, ein 
Parallelogramm, roorouö fid^ ergiebt 

©a$: parallele ©trcdfen jmifd^en ^ßarallelebenen finb gleid^. 

40. 3wjei $aore paralleler ©benen erzeugen ba^er oier parallele Sd^nitts 
geraben; brei ^aare paralleler Ebenen fd^neiben fid^ nad^ brei Sd^aren gu je oier 
parallelen unb gleid^en Äanten unb erzeugen 
einen oon brei paaren paroUel liegcnber fon-- 
gruenter ^Parallelogramme umgrenjtcn Äörper, 
ber ©pat, ^arollclflad^ ober fd^icf* 
minfligcä ^arallelepipebon ^ei^t unb 
als ^riäma betrachtet werben fann, beffcn 
parallele ©runbfläd^en oon Parallelogrammen 
gebilbet merben. SÜBaS finb bie 2)iagonalfd^nitte 
biefeS ÄörperS? gig. 16. 

41. SBirb eine ^araHelebenenfc^ar oon roinbfd^iefen ©eraben gefd^nitten, 
fo Derfd^icbt man biefe fic^ felbft parallel burd^ einen beliebigen ^unft S unb 
legt burd^ je jmei ber Stral^len beä cntftel^enben ©tral^lcnbünbelä S eine ßbene. 
3ebc berfelben fd^neibet bie ^araHelebenen nad^ parallelen ©eraben (^ig. 17): 

AA'IIBB'IICC; A'A" || B'B'' |l C'C"; AA" || BB" || CO", 



Sig. 16. 




22 ^totallele £oge uon öetaheii unb (Sben 

fomit : 

AB : BC ; CA = A'B' : B'C ; CA' = A"B" : B 

ober jufolge 39) 

b. I), 

So§: Sciietige roinbfiiiiefe ®erabe nietben non ^aradeletienen naä) pto^ 
portionalen StredEen gefc^nitten. 



DE : EF : FD = GH : HJ : Jö = 



42. ^enft man fii^ nut Itie 9tanl»e6enen beS ©tra^len6flnbelä 8 fielegt, 
fo iBitb bie entfte^eniie m^feitige ^^ramibe »on ber *ParalleIe5enen|c^« nadj 
m^Gden gefdjnitten, meli^t folgenbe befonbete Gigenfi^often bet Soge ^aben: 



^ieSJcrbinbungägerübenentfptec^eii' 
ber Öcten ge^en burd) einen ^untt 8. 



^te Sdintttpunfte entfpredienber 

Seiten unb diagonalen liegen auf einer 

ßieraben, bet unenbtt^ fernen Stfinitt^ 

geroben ber *)iarolIele6enen[i^at, @nb 

(prec^enbe ©eiten unb ^Jiogonaten (ent- 

fpredjenbe ©treden) (inb Jomit parallel. 

®ie^ neue, befonberc perfpeftioe Sage, bei n)e[d)et ber ^rojettionSmittel^ 

puntt im ISnblid^en, bie $iojeftiongac^[e bagegen im Unenbtii^en liegt, tieigt 

äle^ntidileit ; fomit 

Sa|: ^ebe iJJ^ramibe roirb oon ^^JaraHelebenen nac^ ä^nlid) liegenben 
Sßieferfen gefd^nitten. 

43. 1)0 entfprei^enbe Seiten unb 3)iügonaIen porallel unb iEBinfel mit 
povoUelen ©dienleln beäfeikn Sinnä gieidi finb, fo folgt: 

3ig.l7. <A =<B -<C =... 

<ä:A' = <B' = <i;c' = . . . 




AA- 
BB' 



-(H^)^ 



A'A" 
B'B" 



ba^et 

Za^ Sle^licEi hegenbe Sielede ^aben 
entfprecbenbe 3Smtel glei^ unb entfptec^enbe 
Seiten (Streden) finb proportional 

Sefi^en bo^er SJietede oon gleti^er 
Seitenäafil biefe beiben Sigenftfiüffen bes 
^Jiafeeä, fo ift es ftets moglidj, jie in „a^n 
lid^ perfpeltiDe" iJage ju brmgen -Der 
SßtoiettionSmittelpunft mixi ouc^ Sle^nlit^ 
!eitäpunCt genannt 
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43 a. %äüt man in 2! baS Sot C W -L C C", fo fmb bic paraaelcn 
©d^nittgcrabcn ber @6cnc (C'SW) mit unb ^ ebenfalls £otc ju ben cnt-- 
fprcd^cnben diagonalen, ba^er: 



alfo 



35a aber 



|o folgt 



ABB'B" BB^.B'V 



ACC'C" CG" .C'W 

C'W ""\S07"" CC ""\S0/"" CG" 

ABB'B" BB" BB" BB"^ BB'^ ^ ^ 

b. 9. 



AGG'C" "" CG" CG" CG"2 CG' 

3e jroei jugeorbnete 2)reiecfe fämtlic^er m — 2 2)reiecfe, in roeldie bie ä^nlid^ 
liegenben m^Scfe burc^ diagonalen oon einer @cfe an^ gerlegt werben, ftnb ben 
Guabraten cntfpred^enber SBielecföfciten proportional; bejeic^nen bal^er p, A, . . . 
bic ^roportionalitätsfattoren, fo ift 

ABB'B" =(>.BB'2 ACCC' = (> . GG'^ 

ABB"B'" = X . BB'» A CG"C"' = l . CC'^ 



burd) 2lbbition, wobei ber neue ^roportionalitätäfaftor 

+ 1 + . , . = fi 
^cfc^t werben fann: 

aSielecf BB\ . . = ^ . BB'^ unb SSielecf CG'. . . = ^ . CC" 
ober 

aSielecfBB^ . .. _ BF^ _ BB^^' _ SB^ 

SSielecf G C . . . ~ CG'* "" CG"'» "" SC» ^- ^• 

gläd^enfa^: 2)ie %läi)tn ä^nlid^er 3SieIe(fe oerl^aften ftd^ wie bic Qua? 
brate cntfpred^enber Seiten ober 2)iagonalcn ober Seitenfanten, allgemein wie 
bie Quabrate entfpred^enber Strecfen. 

5ig. 18. 

^^ottgntetts ober peAttttg. _-..---":x^^'' 



44. fHüii bie Spi|e S ber m^feitigen 
^^pramibe inä Unenblid^e, fo werben bie ^ro^ 
jeftionSftra^len parallel unb man erl^ält ein 
m^fcitigeS ^riäma, baä oon ber ^araHelebenen-- 
fc^ar nad^ m-Mitn gefd^nitten wirb oon folgen^ 
ben befonbcren Sigenfd^aften ber Sage: 

®ie Serbinbungögeraben entfpred^en^ ®ie Sd^nittpunfte entfpredienber 

ber eien ge^en burc^ einen 00 fernen Seiten liegen auf einer cxj fernen ©e* 
^unlt. raben. 
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2)iefc bcfonbcrc pcrfpeftbc Sage, bei njeld^er ^ProielttonSmittelpunlt forool^t 
als sStd^fe im Unenblid^en liegen, ^ci|t Äongruenj. 

45. aWafebejiel^ungen : 2)a entfpred^enbe Seiten fongruent Kegenber 3SieU 
edfe parallel fmb, fo folgt: 

<A = <B = <0 = ...; <A' = <B' = <C' = ... u. f. f.; 

unb ba bie projijierenben Stral^len mit entfpred^enben Seiten ober diagonalen 
Parallelogramme beftimmen, fo ift 

AA' = BB' = CO' = . . .; A'A" = B'B" = C'C" = . . . u. f. f.; b.^. 

Sa|: ©ntfpred^enbe SBinlel unb Streden fongruenter Sielecfe finb glcidf. 

^uxä) ^aralteloerfd^iebung längs eines ^rojeftionSftral^lS lönnen ba^er 
fongruente SSielecfe jur 2)edEung gebrod^t werben. 

46. 3n geroiffen fällen werben äJ^nlid^ liegenbe forool^l als paralletpcr== 
fpe!tit)e Silber fongruent: 

a) ^roji/^iert man oon ber 5Kitte S beS Strahls AB, ber eine ßcfe A 
beS in ©bene -2* liegenben 2)reiecfS AA'A" nad^ B in (Sbene 0||®bene JT 

abbilbet, aud^ bie anberenSrfcn, fo ergiebt bie Setrad^tun^ 
gig. 19. ber bei S entftcl^enben Sd^eitelbreiedfe : 

1. ba^ S bie 9Jlitte fämtlid^er projijierenber Stral^Ien,. 

2. ba^ baS abgebilbete 2)reied bejro. Sielerf bcm 
urfprünglid^en fongruent ift. 

b) ®rel^t man jmei ber Seiten beS Sd^nittbreicds» 

eines breifeitigen ^riSmaS in il^ren Seitenflächen um 

bie gemeinfd^aftlidie ®dfe, bis il^re beroeglid^en ®nbpunftc 

roieber auf bie alten ^riSmenfanten ju liegen fommcn,. 

fo fd^neibet bie @bene, roeld^e burd^ biefe neuen Sagen ber gebre^ten Seiten be^ 

ftimmt ift, baS ^riSma nad^ einem Sreiedf (be^m. SSieledf), baS bem urfprüng^^ 

lid^en fongruent ift. SemeiS? 

Kongruente 3Sieledfe fönnen bal^er auf brcierlei Slrt in perfpeftioe Sage 
gebrad^t werben: 

1. ^rojeftionSad^fe unb --^Rittelpunft gugleid^ im Unenblic^en. 

2. 3(d)fc im ©nblid^en, SJlittelpunft im Unenblid^en (paraHelperfpeftiüe 
Sage). 

3. aid^fe im Unenblid^en, 3Jtittelpunft im @nblid;en (äl^nlid^e Sage). 

47. 2)a perfpeftioe Silber einer unb berfelben @bene ftets entftanbcn ge- 
badet werben fönnen burd^ ^rojeftion entfpred^enber perfpeftioer Silber beS 9laumS, 
fo finb bie 3Jlöglid^feiten perfpeftioer Sage fowo^l in ber @bene als im SRaum 
erfdiöpft in folgenber 3wfo"i"^ßnftellung : 




^arattctc Sage »on @crabcn unb 65cnen. 
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3entralperfpcftit)e 
^araffclpcrfpclttoc 
aCe^nlic^fcit 
^ongruenj 



^rojcftionä'- 
mittelpunit: 

cnbltd) 

uncnblid^fcm 
enbftd^ 
uncnblid^fern 



^rojcftionäs 
ad^fe: 

enblid^ 
cnblid^ 

uncnblid^fcrn 
unenbKc^fcm 



Sonbcrfaü: 

Äongrucnj 46 b 
iJongrucnj 46 a 



33eifpielc. 

48. 1. SeifpicI. 2)urc^ einen geg. ^unft ju einer geg. @bene eine 
^arattetebene ju legen. 

Setrad^tet man jroei beliebige GJerabe ber geg. (Sbene alö beten §aupt-^ 
auäbe^nungen, fo mu^ fid^ bie gefud^te ®bene nad^ benfelben ^auptauäbel^nungen 
erftredfen, b. f). jiel^e burd^ ben ^unft ju jenen ©eraben bie ^Parallelen, fo ift 
bie burd^ le^tere gelegte ßbene bie gefud^te. 

2)ie parallele burc^ einen ^unft ju einer beliebigen ©eraben j^ie^t man 
nad^ ben Siegeln ber ebenen ©eometrie in ber, guoor burc^ ^unft unb ©erabe 
gelegten 3^i^^wngäebene. 

49. 2. 33eifpiel. ^aroUelebenen roinbfdiiefer ©eraben. 

3n)ei beliebige SBinbfd^iefe geben bie §auptauäbe^nungen für jebe ju 
i^nen parallele ßbene, b. 1^. jie^t man burd^ einen beliebigen $untt ^\x beiben 
SBinbfd^iefen bie parallelen, fo ift beren ®bene eine ßbene ber ^araHelebenen* 
fd^ar, bie man gu jroei SÜBinbfd^iefen legen fann. 

3n)ei Ebenen biefer ©d^ar gelten burd) bie 3Binbfd^iefen felbft. ©ie finb 
bie „^araHclebenen ber beiben SBinbfd^iefen", beftimmt burd^ je eine SBinbfd^iefe 
unb bie parallele burd^ einen i^rer fünfte gur anberen SBinbfd^iefen. 

33ei Slufgaben über roinbfd^iefe ©erabe finb bie ^araUelebenen berfelben 
oft Don ^Inijtn. 

50. 3. 33eifpiel. 3n5if<^^^ h^^^ 9^9- roinbfd^iefe ©erobe eine ©tredfe 
Don geg. Sänge a fo ju legen, ba^ fie einer geg. ®bene parallel ift. 

Segt man bie ©tredfe a parallel ©bene 2 
beliebig jraifd^en bie ^araHelebenen (ghO unb 
(g'h) ber beiben SBinbfc^iefen g unb h, fo 
ift biefelbe fid^ felbft parallel nad^ ber einen 
SBinbfd^iefen unb bann längs biefer biä gum 
®d)nitt mit ber anberen 3Binbfd)iefen ju oer-- 
fc^icbcn. @ig. 20.) 

SDie ©dinittgerabe s ber @bene (g'h) 
unb ber burc^ einen beliebigen $unft P auf g 
parallel JS gelegten @bene wirb üon bem 

auö P mit a in befd^riebenen Äreiä im allgemeinen in jmei fünften Q unb Q' 
getroffen. 2)ie parallelen ^u g in (g'h) burc^ Q unb Q' beftimmen auf h bie 
enbpunfte X unb X' ber gefurf)ten ©tredfen XY !| PQ unb X'Y' || P'Q'. 



gig. 20. 
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^araUele £age von ©eraben unb (Ebenen. 




51. 4. Scifpicl. ßtne GJcrabc ju jeid^ncn, bie brci geg. SBmbfc^iefe fo 
fd^ncibet, bafe bie burd^ bie Sd^nittpunfte begrenzten Strecfen ein geg. aSer^ 
^ältnig ^aben. 

2)ie ^araffelebenen (gh') unb (g'h) j^roeier ber brei SBinbfc^iefcn be- 
ftimmen auf ber brüten 3Binbf c^ief en f eine Strecf e P Q, bie burd^ ben Sc^nitt^ 
punft Z mit ber gefud^ten ©craben ebenfalls im geg. SSeri^ältnid geteilt wirb. 
SDie gefud^te ®erabe burd^ Z mu^ g unb h fc^neiben, ift al\o Sd^nittgcrabe ber 
iSUntn (Zg) unb (Zh). 

aSer^inbert eine ungünftige Sage t)on f bie Seftimmung ber ßnbpunfte P 
unb Q unb ba^er beS Jeilpunftä Z , fo läfet fic^ Z auf f auc^ bcftimmen burc^ 

bie ^araffelebene , bie burc^ ben 2)eilpunft 
Sig. 21. irgenb einer beliebigen, günftiger jroifd^cn ben 

^araHetebenen liegenben, im felben SSerl^ältniä 
geteilten ©tretfe gelegt ift. (^ig. 21.) 

52. 5. Seifpiel. parallel einer ©e- 
raben f eine ©erabe ju jielien, bie jroei geg. 
roinbfd^iefe ©erabe g utib h fd^neibet. 

2)ie sw f parallele gefud^te ©erabe ift 
gemeinfd^aftlid^e §auptbimenfion jeber ber bti- 
ben ©benen, bie fie mit ben beiben 3Q3inb: 
fd^iefen g unb h beftimmt. 2)iefe Qbtmn finb 

parallel f. 3!)ie gefud^te ©erabe ift fomit Sd^nittgerabe ber beiben, burd^ bie 

^inbfdjiefen g unb h ju f parallel gelegten Qhtntrx. 

53. 2lufgaben jum IL Stbfc^nitt: 

1. 3Ba§ ift ber geometrifd^e Drt aHer parallelen burd^ einen ^unft au^er^ 
^alb einer ^bznt ju fämtlid^en ©eraben berfelben? 

2. SDurd^ einen geg. "ipunft eine ©erabe ju (\ie^en, bie eine geg. (gbene 
unb eine ju biefer parallele ©erabe fo fd^neibet, bafe bie jn)ifd)en beibe 
faHenbe ©tredfe eine geg. Sänge ^at. 

3. parallel einer geg. ©eraben eine ©erabe ju jie^en, bie eine geg. ®e-- 
rabe unb eine geg. Kreislinie (zhznt Äurt)e) fd^neibet. 

4. ^vDzi in einer @bene gejeid^nete Streden t)on gleicher Sänge werben 
tjon einem beliebigen ^un!t au^er^alb auf eine 'iJJarallelebene projtjiert. 
SSergleid^e bie ^rojeftionen. 

5. 3n einer von jroei ^araHelebenen fei ein SSieledf gejeid^net, in ber 
anberen eine, einer ©eite berfelben entfpred^enbe, parattelc Stredfe. 2)a^ 
ä^nlid^e 35ieledf ju oertJoUftänbigen. 

6. ©egeben bie SlffinitätSad^fe, ein ebenes SSieledf unb ein einer @dfc beö= 
felben entfpred^enbcr @cfpun!t beä affinen SSieledfS. Se|tereS ju oer= 
üollftänbigen. 

7. "iparaHele ©erabe werben oon einem ßbenenbüfd^el nad^ proportionalen 
Strecfen gefd^nitten. 



©cn!rcc^tc Sage t)on @croben unb Gbcncn. 
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8. 2)rci geg. ^araffclcbcncn burd^ eine ®erabe fo ju fd^neiben, ba^ ber 
Unterfd)ieb ber cntfte^enben Slbfd^nitte gletd^ einer geg. Strecfe werbe. 

9. 3u brei geg. "iparallelebenen eine vierte ju legen, fo ba^ jebe beliebige 
(Serabe üon ben t)ier ßbenen nai) Ijannonifd^en fünften gefdinitten wirb. 

10. 2)ie 3Jlitten aller 3Serbinbungögeraben ber 5ßun!te jroeier SEBinbj'c^iefen 
liegen in einer @6ene. 

11. Sine ßbene, bie ju jroei Seiten cineä roinbfd^iefcn SBierecfä parallel ift, 
teilt bie beiben anberen im felben Sßcrl^ältniä. 

12. ©inb brei roinbj'd^iefe ©erabe bcrfelben Qb^m parallel, fo werben auf allen 
©eraben, roeldbe bie brei erften treffen, proportionale Stücfe abgefd^nitten ; 
aud^ finb fämtlid^e ©erabe, roeldie bie brei erften treffen, einer bcftimmten 
@bene parallel unb fd^neiben auf biefen proportionale Stüdfe ab. 

13. Seilt man jebeä ber beiben ^aar ©egenfeiten eines minbfd^iefen Sier^ 
edfä in einem geroiffen SSer^ältniä unb oerbinbet bie 2leilpunfte burd^ 
©erabe, fo liegen biefe in einer dbzm. 

14. ®ie SKitten ber oicr Seiten eines rainbfd^iefen 3SieretfS liegen in einer 
ßbene unb finb bie ßdfen eineä ^Parallelogramms ; ebenfo bie 3Jlitten 
je jmeier ©egenfeiten unb ber jroei diagonalen. 

15. ®ie brei 3SerbinbungSgeraben ber 3Witten je jmeier ©egenfeiten unb 
ber j^roei diagonalen eines roinbfd^iefen SSieredfS fc^neiben fid^ in einem 
^unft unb l^albieren fic^ gegenfeitig in bemfelben. 

16. 2)rei n)inbfd)iefe ©erabe burd) eine oicrte ©erabe fo ju fd^neiben, bafe 
auf le^terer gleid^e ©tüdfe abgefd^nitten merben. 



ni. aßfc^niff. 



itüttifU läge m% ^mUu wib Wtmn. 



gig. 22. 



f Bette fettfttet^f eittet 0etabett. 

54. 5Dre^t fid^ ber redete SBinfel AXB um ben ©c^enfel AX als Sl^fe 
in bie Soge AXC, fo gel^ört iebenfoHS bie 35erbinbungSgerabe jroeier beliebiger 
fünfte B unb C beS brel^enben ©dienfels unb bal^er 
and) bie 3SerbinbungSgcrabe eines beliebigen 'iJJunftS D 
auf B C mit bem Sd^eitel X beS redeten SBinfelS ber 
(SbcneBXO an unb XD ift ebenfattö eine Sage beS 
bre^enben ©d^enfels, fobalb beroiefen ift, bafe 

<AXD = 90^ 

a) 33erociS nad^ ßuflib: Um einen 2öinfel 
als rechten ju erfennen, oergleic^e man i^n mit feinem 
9?ebenroinfel. 3Serlängert man bal^er einen feiner 
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@en!re(l^te Sage von GJeraben unb Ebenen. 



©(genfer, etwa AX um M Wt biä M, fo roätc, ba AX = A'X unb DX 
gemeinfd^aftlic^ 

^AXD^^A'XD, fobalb AD = A'D 

3?un folgt aber auä 

/^AXB^^A'XB, bafe AB = A'B 



unb aus 

unb ballet aud^ 



AAX0.5!? AA'XO, baB AC = A'C 
ABAC^ ABA'C 



ba BC gcmcmfd^aftlici^. 35urci^ 35rc^ung um bicfe Seite (äffen ftd^ bie betben 
legten 3)reiecfe jur 3)cdfung bringen, bal^er 

AD = A'D 

unb fomit bie 5Webenn)inIe( 

<AXD = <A'XD = 90« 

b) 33en)eiä nad^ Segenbre, berul^enb auf ber Umfe^rung beS p^tl^a-- 
goräifdien Se^rfa^eä: SP i><Jö Cluabrat über einer 2)retecf feite gleid^ ber ©umme 
ber Duabrate über ben beiben anberen ©eiten, fo fd;Iie^en biefe Ie|tercn einen 

redeten SBinfel ein. I)ie Quabrate ber ©citen AD 
unb XD in ber bemnad^ für AAXD ju ent* 
roirfelnben ©leid^ung treten mit ben ©eitcn fd^ief-- 
roinfliger 35reiedfe in 33eäiel^ung, fobalb AD unb XD 
©d^roerlinien biefer 2)reiedfe werben. SSerlängert 
man bal^er XD um fid^ felbft biä E, fo beftimmcn 
EPIIBX unb EQIICX bie ©eite PQ, bercn 
3Kitte D ift. ©Benfo wie A PXQ benfe man ftc^ 
APAQ jum ^Parallelogramm mit 2)iagonaIfc^nitt' 
punft D t)ert)ottftänbtgt, bann ift nad^ bem 

©a§: 2)ic ©umme ber Duabratc über ben 2)iagonaIen cineä ^araffelo- 
grammä ift gleid^ ber ©umme ber Quabrote über ben t)ier Seiten, 

(2AD)« + (2PD)« = 2AP ^ + AQ» 
(2DX)2 + (2PD)' = 2XP^ + 2XQ^ 




abgezogen 

ober 
fomit 
ober 
ba^er 



(2AD)^ — (2DX)^ = 2(AP^ — XP'^) + 2(AQ^ 

4AD* — 4DX2 = 2AX2 + 2AX'' 

AD» — DX^ = AX^ 

AX» + DX2 = AD* 

< AXD = 90". 



XQ») 



(Suflib um 300 t). 6^r. in Sllejanbrien fd^rieb „35ie ©lemente ber ©eomctrie" 
in breigel^n Sudlern. 
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Slnbrien 3Warie Segcnbrc, geboren in 2^ouloufe 1752; 1795 5ßrofeffor an 
"ber Ecole normale in ^ariö; geftorben 1833. 

55» 33eibe Serocife ergeben: AX fielet fenfrec^t ju fämtlic^en, burd^ X 
gezogenen ©eraben ber ßbene (BXC) unb fomit, ba burc^ ^ßaraffeberfd^iebung 
biefer (Seraben in il^rer (Sbene bie SEBinfetgrö^en fid^ nid^t änbem, AX fenfred^t 
^u allen ©eroben biefer ®bene, b. 1^. fenfred^t jur ®bene felbft, als bem S^^^finff 
i^rer fämtlid^en (Seraben. 2)a^er 

©a|: ®rel^t ftd^ ein rechter SBinfel um einen feiner ©d^enfel aU fefte 
Std^fe, fo befd^reibt ber beroeglid^e Sd^enfel eine, jum feften ©d^enlel fenlred^te 
(Sbene unb umgele^rt: 

33efd^reibt bei ber 35rel^ung eineä SBinfelö um einen feiner ©d^enfel a(S 
fefte Sfd^fe ber bewegliche ©d^enfel eine @bene, fo ift ber 2Bin!eI ein red^ter. 

Ober, ba bie (Sbene burd^ jroei i^rer (Seraben erfe^t werben lann: 

Sa|: ®tt\)t eine ®erabe auf jwci anberen im Sd^nittpunlt berfelben 
fenfred^t, fo ftel^t fie auf beren Ebene fenlred^t. 

Ober, ba burd^ ^Paralleloerfd^iebung SBinfelgrö^en fid^ nid[;t änbem, ber 
ÜBinIcI jroeier roinbfd^iefer ®eraben alfo berjenige SEBinfel ift, ben bie jjum 
©d^nitt gebrad^ten parallel üerfc^obenen ©eraben mit einanber einfd^Kefeen: 

©a|: ®ine ©erabe fte^t auf einer ©bene fenfred^t, menn fie ju jroei 
beliebigen ©eraben berfelben fenfred^t fielet; 

unb fd^lie^lid^ allgemein: 

©a|: 3P ^on brei minbfd^iefen ©eraben bie eine ju ben beiben anberen 
fenlrcd^t, fo fte^t fie auf beren ^araUetebenen fenlred^t. 

^üxitfte ^nffetnitiig. 

56. SSerfc^iebt man bie ju ben SBinbf^iefen g unb h unb bal^er ju beren 
^araHelebenen (gh') unb (g'h) ©enlred^te f fid^ felbft parallel nad^ g unb längs 
g bis jum ©d^nitt mit h in bie Sage f , fo ift f 
bie einjig möglid^e ©erabe, meldte beibe SBinb^ S 

fd^iefcn g unb h rec^troinllig fc^neibet. 3f^ XY 
bie jroifd^en g unb h faHenbe ©tredfe oon f , fo ift 
jebe ©tredfe oon X na^ einem beliebigen ^un!t Z 
auf h als §9potenufe beS red^tminfligen 2)reiedfS ^^--->-i^^ 
XYZ größer als bie Äatl)ete XY, ebenfo jeigt 
fid^, ba^ unter allen oon Y nad^ g gezogenen a;^ 

©tredfen YX bie Ileinfte ift, ba^er Reifet XY bie ^t^^^^"^^^^ _ 

f ürjefte Entfernung ber beiben SBinbf^iefen g unb h. ^ / 

©ie ift jugleid^ ber Slbftanb ber beiben parallel« 

ebenen oon g unb h unb t)erbinbet bie einanber am näd^ften gelegenen fünfte 

biefer SBinbfd^iefen. 
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@en!re(l^te £age t)ou ©eraben unb Ebenen. 



57. Unter allen oon einem $unft nad^ einer Gbene gezogenen Strcdfcn 
ift baä Sot auf bie Gbene bie fürjefte. 

58. 2)a eS unmi)glid^ ift, burd^ perfpeftioe 2lbbilbung in bie Gbene bie 
räumlid^e Gigenfc^oft gu übertragen, ba^ eine ©erabe auf jroei anberen fcnfrec^t 
ftel^t — in ber Gbene giebt eS befanntlid^ nur eine ©erabe, bie ju einer anberen 
fenlre^t fte^t — unb ba jubem rechte SBinfel fic^ im allgemeinen nid^t roicber 
als redete abbilben, fo fei, um bod^ ben Ginbrudf beä Senfred^tftel^enä ^u erl^alten, 
bie Uebereinlunft getroffen, bie ju einer Gbene fenfred^te ©erabe roenigftenö 
ju einer ber Seiten beS bie Gbene barfteHenben ^arattelogrammS fenlre^t ju 
seidenen. 

"gÜittettoUiene. 

59. 2)ie Gbene, bie im 3)littelpunlt einer Strerfe auf biefcr fenlred^t ftel^t, 
l^ei^t 3KitteIIotebene. 

3n 54) ift Gbene (BXC) 3RitteIIotebene ju AA'. 2)ie fünfte A unb 
A' liegen fpmmctrifd) gu (BXC). 35erbinbet man irgenb einen 5ßuntt P bicfer 
Gbene mit X, A unb A' fo ift AAXP os A A'XP, bal^er AP = A'P, 
fomit 

S a ^ : I)ie 3KitteIIotebenc einer Stredfe ift geometrif d^er Ort aller 5Punf tc, 
bie oon ben Gnbpunften biefcr Stredfe gleid^e Gntfcrnungen l^aben. 



33eifpie[e. 

60. 1. S3eifpiel: ^n einem $unft einer ©eraben bie ju il^r fcnf redete 
Gbene ju legen. 

Sege burd^ bie ©erabe jmei beliebige 3^i^*^wngäebenen unb errid^te in 
jeber berfelben auf ber geg. ©eraben im geg. ^unft baä Sot, fo ift Die burd^ 
biefe beiben Sote gelegte Gbene bie gefud^te. 

61. 2. Seifpiel. 3n einem ^unft einer Gbene auf biefer ba8 Sot gu 
errid^ten. 

Biei^e burc^ ben geg. 5ßunft P in ber geg. Gbene SS beliebig groei ju ein- 
anber fenfred^te ©eraben g unb h. Grrid^te in ber beliebig burd^ eine biefer 

©eraben, etma g, gelegten Gbene auf g in P baö 
Sot f, fo ift baä in Qhtnt (fh) auf h in P errid^tete 
Sot X jugleid) baS Sot jur Gbene 2!. 35enn 

g ± f, gemä^ S^ic^nung 
g -L h 






g jl (f h) 


unb fomit 






g _L X, weil X in (f h) 


ferner 






h _L X, gemäfe 3ßidt)nung 



(gh) ± X ober X ± 
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62. 3. 33cifptcl. SSon einem ^unft auf eine ßbene baä 2ot ju fätten. 
^äUc in bcr, burd^ ben geg. $un!t Q unb eine beliebige ©erabe g ber 

geg. (Sbtnt JS gelegten ßbene baä £ot QP ± g unb errid^te in -2" auf g 
in P baS Sot h, fo ift baä in ebene (f h) von Q auf h gefättte Sot QX gu-^ 
gteid^ ba§ Sot auf bie geg. @bene. ^ig. 25. 

63. 4. Seifpiel. S^i(S)nt bie fürjefte Entfernung jroeier roinbfd^iefen 
(Seraben. 

^äHe von einem beliebigen ^unft ber einen SBinbfd^iefen g baö Sot auf 
bie burd) h parallel g gelegte @6ene (hg') unb üerfd^iebe biefeS Sot fid^ felbft 
parallel läng§ g bis gum ©d^nitt mit h. ^ig. 24. 

3Ba§ für eine Sinie befd^reibt hierbei ber ^u^punft bcä Sota? 

SBaä ift ber Ort aUer fünfte, bie t)on einer geg. (Sbtnt eine geg. ©nt- 
fernung ^aben? Slntroort: 2)ie beiberfeitigen ^araHelebenen im geg. 2(bftanb. 

64. 5. 33eifpiel. ©efud^t ber Crt aUer fünfte, bie t)on brei geg. 
fünften gleid^e Sntfernungen l^aben. 

Sft (ABC) bie Qbem ber brei fünfte unb X ein ^unft beö DrtS, fo 
fälle man, ba eö fid) um ©ntfernungen beS "ipunftä üon fünften ber &bznt 
^anbett, t)on X baä Sot XO_L (ABC). SDann ift 

<i:XOA = <tXOB = <XOC = 90« 
AX = BX = CX 

unb XO gemeinfd^aftlid^, ba^er 

AXOA^ AXOB^ AXOC 
morauS 

0A = 0B = OC 

b. f). ift Umfreiämittelpunft beä A ABC. Slffe fünfte X be§ gefud)ten Drt^ 
f^abcn bal^er bie ©igenfd^aft, ba^ bie t>on il^nen auf (ABC) gefällten Sote int 
Umlreiömittelpunlt biefeS 35reiedfä treffen; ba aber in auf (ABC) nur ein 
Sot mbglid^ ift, fo folgt: 

®a|: 2)er Ort aller fünfte, meldte t>on brei geg. fünften gleid^e Gnt^ 
femungen l^aben, ift baä im Umfrciämittelpunft beS I)rciedfS ber brei fünfte 
auf ber (Sbene beSfelben errid^tete Sot. 

aSerfc^icbt man XO fid^ felbft paraOel burc^ bie SWitte F ber Seite BO 
in bie Sage X'F, fo ift: 

CF_LX'P unb CF_LOF ba^er CF±(XFO) 

b. l). bie burd^ XO unb bie 3Jlitte einer 2)reiedffeite gelegte ©bene ift bie SJlitteU 
lotebene biefer Seite unb fomit 

©a^: 35ie brei SKittellotebenen ber Seiten eines beliebigen ©reiedEg fd^neiben 
ftc^ nad^ ber im UmfreiSmittelpunft beö 2)reiedfä jur (Sbene beäfelben fenfred^tea 
©eraben. 
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©entrechte Sage von @eraben unb (Ebenen. 



3)ie Sigenfc^aft ber 5KittelIotebene alä geometrift^er Drt l^ätte bemnad) 
ebenfo j|ur Söfung ber ^rage geführt. 

3ft ein weiterer ^jjunft D gegeben, fo trifft bic SKitteHotebene ju ber SSer- 

binbungSgcraben biefeä ^ßunftä mit einem ber brei anfänglich gegebenen, alfo 

etma }u DA, bad £ot im Umlreiämittelpunlt beä 3)reie(fd ABC in einem 

^unft Y. SDann ift 

YA = YB = YC = YD 

b. 1^. bie SKittellotebenen ber fed^S 35erbinbungSgeraben von Dier nit^t in einer 
®bene liegenben ^Punften fc^neiben ftd) in einem ^ßunft, ber von biefcn Dicr 
geg. ^ßunlten gleid^e Entfernungen l§at. 

3)iefer ©dinittpunft ift fomit ber 5Kittelpunft einer Äugel burd^ bic t)ier 
geg. fünfte unb ba^er 

@a$: @ine ^ugel ift beftimmt burd^ t)ier fünfte il^rer ^löd^e (allgemein, 
bur(^ t)ier Sebingungen). 

65. 6. Seifpiel. 2)urd^ eine geg. ®erabe eine Qitnt ju legen, bic von 
einem geg. 5Pun!t eine geg. Entfernung l^ot. 

2)ie gefudf)te, burd^ g gelegte Ebene JS*, t)on meldfier P ben geg. Slbftanb 
PX = d l^oben möge, ift alä Qhtm (Xg) beftimmt, fobolb ber gufepunft X 

gefunben ift. 9tun beftimmen ^Punft P unb ©erabe g 
in Ebene (Pg) baS Sot 



Sig. 26. 




P A ± g, ferner ba PX J_ X öud^ PX J_ g, 
fomit (PAX) X g 

b. 1^. man l^at burc^ PA bie ju g fenJred^te Ebene ju 
legen, bann ift X bie Spi^e beS in biefer Ebene über 
ber ^ppotenufe PA mit ber Äatl^ete PX = d gezeichneten 
red^troinfligen 3)reierfä. SKöglid^Ieit ber Söfungen ah 
l^ängig von P A $ d? 



66. 2)rel^t fid^ bie Ebene beS redeten SBinfetä AXB um ben ©d^enfcl 
AX als fefte Steife in bie Sage AXC (§ig. 22) unb beträgt bie 2)re^ung ben 
n-ten 3^eil einer tjollen Umbrel^ung, huxd) meiere bie ^JJunfte ber Ebene roicbcr 
in i^re urfprünglid^e Sage fommen mürben, fo beträgt ber tjon bem bemeglid^en 
©d^enfel XB in ber oon xf)m erzeugten p AX fenfred^ten Ebene (BXC) be-- 
fd^riebene SBinfel BXC ben ebenfoüielten 2^eit tJon 360°. Äeine anbere jroei 
©erabe, alä bie in X gur Slc^fe fenfred^ten BX unb CX mürben g. 35. bei 
einer 3Sierteläbrel^ung ber Ebene (AXB) einen rechten 2Bin!et unb gugteic^ bei 
einer l^alben Umbrel^ung biefer Ebene einen geftrerften SBinfel bilben. SBinfcl 
BXC ift alfo baS 5Ka^ für bie (Srö^e ber 2)re^ung ber Ebenen (AXB) unb 
(AXC) gegeneinanber, ba^er 
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©a$: 3)er SBBinfcI jroeicr ®bcncn, ber fogcn. Äcilroinfcl, ift berjenigc 
tEBinfcI, bcn bic in bcibcn ßbcnen auf bercn ©d)nittgerabc in einem beliebigen 
Ißunit berfelben errid^teten Sote miteinanbcr cinfd^liefeen. 

Ober, ba bie Qitnt ber beiben 2ote j\ur ©d^nittgetaben beiber ßbenen 
fenfred^t fielet: 

Sebe jur Sd^nittgeraben jroeier &htmn fenfred^te (Sbtm (Äeilroinfelebene) 
f d^neibet bie beiben Qizntn nad) jroei ©eraben, beten SBinlel ber ÄeilroinJel ber 
beiben Ebenen ift. 

Man erj^ölt atö 2Bin!eI jroeier ßbenen jroei Äeilroinfel, bie Sieben^ 
Tüinfet finb. 

67. 2)ie in ben ebenen (AXB) unb (BXC) ju XB inX Senf redeten 
XA unb XF fc^Iiefeen ben Äeilroinfet biefer ^roei Sbenen ein, fomit, ba XA 
gcmäfe 55) auf aüzn (graben ber QUm (BXC) fenfred^t fte^t, alfo -^AXF 
= 90 ift, 

Sa$: ©tel^t eine ®erabe fenfrec^t auf einer ©bene, fo ftel^t aud^ jebe 
inxä) bie ®erabe gelegte @bene ^n jener ebene fenfredf)t. 

68. Seftimntt man bie Äeilroinfel ber ebene (BXC) mit allen ju i^r 
fenfred^ten ßbenen, fo finb bie in biefen ebenen liegenben ©c^enJel berfelben 
fämtlic^ ju (BXC) fen!re(^t unb bal^er parallel; AX ift fomit eine gemein^ 
fd^aftlid^e ^auptauäbel^nung aller jur ebene (BXC) fenfred^ten ebenen, bal^er 

Sa$: 2)ie ©d^nittgeraben aller auf einer ebene fenf redeten ebenen finb 
ebenfalls auf biefer ebene fenfredf)t. 

Dber: ©tel^t eine Qbmt auf jroei anberen fenfred^t, fo fte^t fie auf beren 
©c^nittgeraben fenfredf)t. 

Seifpiele. 

69. 1. Seifpiel. 3)urc^ eine geg. (Serabe eine (BUm gu legen, bie mit 
einer geg. ebene einen geg. SBBinfel bilbet. 

gäUe tjon einem beliebigen 5Pun!t P ber geg. (Se-- S^Ö- ^'^' 

xaben g ba§ Sot PX auf bie ©d^nittgerabe s ber geg. 
ebene -2* unb ber gefud^ten burd^ g ge^enben ebene 0\ 
errichte in X auf s in -S* baä £ot XQ, fo ift < PXQ 
i)er geg. Äeilminfel a. 

gättePQ ± XQ, bann ift auc§, meil (PXQ) J. s, 
PQ ±8 unb fomit VQ±2 

2)aä red^tminflige APQX fann bal^er in einer 
^cbenjeid^nung in molarer ©rö^e gejeid^net werben auä 
< cc unb ber ©egenfati^ete P Q , ber entf emung beS 
^unfts P Don ^. Dann ift ber mit ber anberen Ra- 
tl^ete QX um ben gu^punft Q beä SotS PQ in ^ be-^ 

Sttuetbed, ©tereometrie. 
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fd^ttebcne ÄrciS gcomctrifdier Crt für X unb ba s J. QX, fo ift s bic, Dont 
Sd^nittpunft S bcr ©eraben g unb bcr ®6cne -5* an biefen Äteiä gezogene 
S^angcntc unb ba^er (Ps) bic gefudjitc Gbenc. 3lnja^l ber Söfungcn ftel^e 
ia. 27. 



70. 2. SeifpicI. Crt aller fünfte, bie t)on jroei fid^ fd^neibcnbcn ©c^ 
rabcn (@6cncn) glcid^e ©ntfcrnungcn ^abcn? 

3ft X ein ^Punft beS gefuc^ten Crtä, alfo XQ = XR, roobei XQ -L g 
unb XR j_ h, fo fälle man, ba eS fxö) um Gntfernungen jenes ^unftS r>on ben 
©craben einer @bene l^anbelt, XP±(gh), bann ift JXPQ^ JXPR unb 
fomit PQ = PR. 2t6er ba h ± XP, benn XP ± (gh), unb h J_ XR, fo 
folgt h X (XPR) unb entfpred^enb g J_ (XPQ) 

fomit h_LPR „ „ gXPQ, 

bal^er <PAR = <PAQ 

b. {). bie gu^punfte fämttid^er Sote, bie oon ben ^Punften X beS gefud^ten CrtS 
auf bie QUm ber geg. ©eraben gefällt werben, finb ^ßunfte ber ^albtcrungS^ 

geraben beä SBBinfelä beiber ©eraben, ober 

Sa$: 3)ie fenfred^t f^ux Ebene jroeier ©eraben 
burd^ bie ^albierungSgerabcn il^reä SBinfelä gelegten 
ßbenen, bie fogen. minfell^albierenben ©benen ber ®e- 
raben, finb Ort aller fünfte, bie tjon beiben ©eraben 
gleid^e Gntfernungen l^aben. 

3SerfdS)iebt man XP fic^ felbft parallel burd; bie 
Spi^e A beS SBinfelS ber ©eraben in bie Sage s, fo 
ift ber 2Bin!el ber ©eraben g unb h jugleid^ ber ÄciU 
roinfel ber Gbenen (gs) unb (hs): 

2)ie burd^ bie ©d^nittgerabe jroeier Gbenen unb 
bie §albierung§geraben i^rer Äcitroinfet gefegten (jur 
ßbene berfelben fenfred^ten) Gbcnen l^ei^en iDinfell^albicrenbe Gbenen ber geg. 
Gbenen. 

^äHt man oon einem beliebigen ^unft X ber roinfell^albierenben Gbcne 
(XPA) ber Gbenen (gs) unb (hs) bie Sote XV unb Xü auf le^tere, fo ift 
bie Gbene (UXV) biefer Sote parallel Gbene (gh) unb bie Äongruenj ber beiben 
oon i^r erzeugten fpmmetrifd; liegenben rec^troinfligen 2)reierfe XUB unb XVB 
ergiebt bie ©leic^l^eit ber Sote felbft. 3)a^er 

Sa|: 2)ie rainfell^albierenben Gbenen jraeier geg. Gbenen finb Drt aller 
fünfte, bie oon ben geg. Gbenen gleiche Gntfernungen ^aben. 

5Da bie ^albierungSgeraben bcr Äeilroinfel jraeier Gbenen aufeinanber 
fenfred^t ftel^en, fo finb anö) bie roinfell^albierenben Gbenen le^terer ju einanbcr 
fenfred^t. 

71. Sejeic^net man mit 0\ *', -S" bejro. (P", fF", JS" bie ^albierungä-- 
ebenen ber Äcil-^ bejro. 3?ebenfeiltt)infel ber Gbenen V2:, -2*0, 0V, melc^ 





isenfred^te Soge Don ®ecaben unb (Ebenen. 85 

leitete Itd^ in 0, bem äuge, treffen mögen, fo ift gemäfe 70) bie burd^ ge^enbc 

©d^ntttgerabc ber ebenen 0' unb V' Ort alfer fünfte, bie Don 0, % 2 

gleiche ©ntfemungen Ijahtn, 3)iefe ©c^nittgerabe 

gel^ört fomit auc^ -2"', ber brüten ber in ben 5^ö- 29. 

inneren SBinfelraum ber ebenen 0, ^P, 2 fid^ 

erflrecfenben roinfell^albierenben ebenen, an. 3)ies 

felbe Betrachtung für bie Slu^enroinfelräume ergiebt 

brei weitere ©eraben burd^ 0, bie ©c^nittgeraben 

je einer inneren roinfell^albierenben (Sbtm unb ber« 

jenigen beiben äußeren, welche bie biefem ^nnen^ 

n)infel nidE)t jugei^örigen 9(u^en!eile l^albieren: 

SDal^er 

©a$: Ort fämtlidfier ^ßunfte, wzl6)t Don brei geg. ebenen gleiche ent« 
fernungen l^aben, finb bie burc^ ben ©df)nittpun!t ber geg. ebenen ge^enben Dier 
©d^nittgeraben, in benen fic^ bie fec^§ roinfell^albierenben ebenen ber geg. ebenen 
ju je breien treffen. 

72. eine beliebige Dierte ebene ß, bie 3^i^»^wngäebene , bilbet mit ben 
brei geg. ebenen 0, V, 2 eine breifeitige ^pramibe , aud^ 2^etraeber genannt. 
2)ic ben S^nenraum beäfelben fijneibenbe §albierung§ebene beä ÄeilS ß trifft 
bie ©c^nittgerabe ($' 'F'^') in einem 5Pun!t, ber t)on fämt(id;en t)ier ^^etraeber^ 
ebenen gleid^e entfemungen l^at. 2)urdS) i^n gelten fomit bie ebenfalls ben 
Snnenraum fc^neibenben roinlellialbierenben ebenen ber Äeile £iV unb ß-S 
9luä benfelben ©rünben fd^neiben fid^ bie §albierungäebenen ber 2lu^enfeile Don 
ß mit 0, V, JS,* bie bemfelben t)on le^teren Qbtmn gebilbeten 3»^"^""5i»^^^I- 
raum angel^ören, in einem jroeiten ^unft ber t)on ber letraeberedfe ausgeben-- 
ben ©c^nittgeraben {0'H^'2'). ©e^t man biefe 33etradf)tung für bie anberen 
Xetraeberedfen fort, fo folgt ber 

©a|: 2)ie jroölf roinfell^albierenben ebenen tjon oier beliebigen, nic^t 
burc^ einen ^JJunft ge^enben Qitnzn fd^neiben fidj) ju je fed^ä in tjier fünften, 
bie Don ben geg. ebenen gleid^e entfemungen l^aben. 



^tf^ogonaCytoJeftfion ober fettfttec^te '^ataffeCyetfye&fitie. 

73. 2)ie befonbere 2lrt ber ^araHelperfpeftitje, bei roeld^er bie ^ßrojeftiong^ 
ftral^Ien nid^t fd^räg, fonbem fenfrec^t (ortl^ogonal) jur ^rojeftionä^ ober Silb« 
ebene auffallen, l^eifet Drtl^ogonalprojeftion ober furjroeg „^rojeftion". ©prid^t 
man oon ber ^Projeftion eines fünftes fd^led^troeg, fo oerftelit man barunter 
flets ben gufepunft beä oom $unft auf bie Silbebene gefällten Soteö. gür 
bie DrtJ^ogonalprojeftion gelten bie früher entroidfelten ©efe^e ber parallel- 
perfpeftioe. 



36 6«ntret^te Sage oon @ti;aben unfa <Sbtntn. 

SPitiKcC (iiur ^aühtn mit (inet §teut, 

74. Eine ©erabe bitbet mit etnet (56ene, b. ^. mit ben unenbtic^ üielen 
(Seraben betfelben, bie oeifc^iebenften aSJinlel. ^\t AB' bie ^Jrojeftion bet 
Streife AB auf biefe Sbene, bie mit AB ben einen Snbpuntt A gemein ^a&en 

möge, ^o ^at unter allen 35reie<fen mit berfetben Seite 

AB unb ber etenfaffä gleidien, auf ben Strahlen bea 

SBüfdietS A ber G6ene oon A au8 atflefi^nittenen 

jnieiten Seite AB' = AB" = ■ ■ ■ • baä in ber pro-- 

jijierenben @&ene ber Streife AB liegenbe AAB'B 

bie Heinfte btitte 6eite BB' ^ BB" ^ u. f. f. 3^t 

liegt ba^er ani$ ber Heinfte SBinfeK BAB', gegen' 

über. aJion ift übereingekommen biefen fleinffen Sßjinfct 

alä ben äSinfel ber ®etaben AB mit ber @bene ju 

begeidinen. 3)a^et 

Sa|: Unter bem ^inlel einer ®eraben mit einer @bene »erffe^t man 

ben iffiinfel biefer ®eraben mit i^rer ^ßrojeltion auf bie GBene. Er ift unter 

|(imt[id)en aßinteln, meläft bie ©erabe mit bet Gbene bilbet, ber Heinfte. 

75. 3rt (p ber Süntel, ben bie ©erabe AB mit dbene ^ 6ilbet, fo ift 
bie ^rojeition B'C irgenb einer Stretfe BC jener ©eraben 

B'0'#CK: = BC.co8y 
Sinb bie ptojijieKnben Sote BB' unb CG' bet (Snbpunfte ber StretfeBC gc: 
geben, fo finbet man 9ieigungän)intel unb ^rojeltion biefer Streife, roenn man 
baä Irnpej BB'C'O in mattet ©tiS&e jeit^net. ^r bie Serec^nung ift 

BB' — CO' 

smff = ^ 




Uig. 31. 



^Cäifenfieiic^nngen. 

76. ^rojijiert man itgenb ein ^läi^enftücf F ber @6ene ouf bie S3ini; 
ebene .2"" in ber befttmmten aSeife, bafe man in ben unenbtic^ nieten unb unenb' 
Iti^ benachbarten, jur Sc^nittgeraben D1D3 beiber 
©benen unb fomit aui$ ju 2 fentrei^ten, pro^ 
jijierenben Ebenen Aj I), A|' . . . auf beren 
©i^nittgeraben mit 2ii>om Umfong ber ?f[ä(^e F 
bie £ote A,A,', BiB,' . . . fdDt, fo ft^neiben je 
jroei aufetnanberfaEgenbe , unenblic^ benachbarte 
@6enen A|DiAi' unb ÄjDjA]', ba fie paraDel 
finb, QUO F unb feiner 5ßrojeftion F' jroei un^ 
enbli(^ fi^maU, jmijt^en AiB, || AjB^ unb 
Ai'B|' II Aj'Bi' liegenbe gtüc^enftteifen , fogen. 
I^Iäi^enelemente , A[B|BjAj unb beffen $ro' 
jeEtion Aj'Bi'Bj'Aj' a«ö, bie aU Irapeje bes 
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trad^tct werben fönnen^ba bie unenblid^ f leinen Sögen A1A2, B1B2, Ai'A2', Bi'B2' 
mit il^ren Seltnen üerroed^felt werben bürfen. 3)er 2l6ftanb C1O2 ber ^aralfels 
feiten AjB^ unb A2B2; bie fogen. §öl^e beä 2;rapejeä AiBjB2A2, ift parallel s, 
alfo aud^ parallel 2, projiziert fic^ fomit auf 2 in realerer ©rö^e alä ^ö^e be§ 
3^rapejeS Ai'B/B2' A2'. ßntfprec^enbc 2^rapeje l^aben alfo gleici)e ^öl^en. 3)a jebe 
^arallelfeitc beä 2^rapejeS mit il^rer ^Projeltion benfelBen 3BinfeI, ben Äeilroinfel 
Ai Dj A,' = ff ber ßbenen unb 2 einfc^Iie^t, fo finb, menn bie ^rattelfeiten 
bejn). §ö^en ber fic^ folgenben S^rapej^e in ^ mit u,u2U3 . . . bejro. hj[h2h3 . . . 
bejeid^net werben, bie entfprec^enben Srapejfeiten ber ^ßrojeftion u^ cos qp, U2 cos ^>, 
U3 cos qp . . . unb fomit, ba fid^ F unb F' auS il)ren unenblid^ Dielen ©lementen 
jufammenfe^en, 

U| + U2 . I ^2 + U3 , j_ 

± — 2 • ^i I 2 . 112 -j- . . . 

Uicosy + U2C0Sqp U2C0Sqp + UgCOSqp 

F' = 2 ^1 H 2 ^2 + • • • 



ober 



— cos ff I 2 ^1 H 2 ^2 + • • -1 



F' = cos qp . F 

3n SBBorten: 

© a 1 : 3)ie ^ßrojeftion eines beliebigen ebenen gläc^enftücf ä auf eine unter 
bem SBinfet qp geneigte Silbebene ift cos qpmal fo gro^. 

3)iefe 3(rt ber Serec^nung eineä ©ebilbeS (Sinie, ^Jläd^e, Äörper) alä Summe 
feiner unenblid^ tjielen, unenblid) fleinen gteid^artigen Elemente l^ei^t 6j^auftionä= 

metl^obe (exhaustare = auöfd^öpfen). 

Sig. 32. 
Slnbere Söfung: 6ä ift ftetä möglich, bie _— -— -^^ 

gläd^e A jebeS beliebigen 3)reiecfä ABC mittels einer 
burd^ eine feiner Scfen gelegten ^ßarallelebene jur Sitbs 
ibtm in groei 2^eilbreiecfe fj unb i^ ju jerlegen. 3)ie 
©d^nittgerabc AD = s beiber ^itx[.tx\, projiziert fid^, I i^ 
ba fie ber Silbebene parallel ift, in realerer ®rö^e. Se^ j / 1 
trad^tet man fie alä gemcinfd^aftlid^e ©runbfeite ber ^^-y^: i 
S^eilbreicrfe , fo finb bie projijierenben ©benen ber / ^^^^ 
§ö]^en hl -L s unb I12 _L s beiber 2^eilbreiedfe Äeil^ /^ 
roinfelebenen ber SJreierfSs unb Silbebene, bal^er finb 
bie ?ßrojeftionen biefer ^öi^en, XQtxvc\. cp ber SeilroinJel, gemä^ 75) 

h/ = hj cos (p 112' = h2 cos q) 

unb bie ^ßrojeltionen f/ unb £2' ber %\äi^iXK ber S^eilbreiedfe 

^1 — 2 *2 — 2 

fomit bie ^rojeltion A' ber ^reiedfäfläd^e J 
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J' 



_ i^ i I i^ i -> » ♦ K , 8 • V _ J8_i^ cosy 8 .hj 

— *i "T *2 — o ~r o — O I ' 



cos ff 



= eos (f 1 



shi 



+ -^- j = cos (f (fi + fi) 



2 ' 2 
= cos qp . jd. 

SRun lafet jt(^ jebcä beliebige SSiclecf P Don einet ßcfe auä in n — 2 Srei^ 
ecfe Ji, Äi, ^3 . . . jerlegen, beten jebeä burd^ ^atallefebenen gut Silbebene felbft 
roiebet in jroei 3^eilbteiecfe jetfäüt, ba^et nac^ bem obigen Sa$: 



d 



fomit 
obet 



Ji' + Jj' + .. 



= cos (p . ^i 

= cos ff . /ii.2 



= COS (p (z/i -f- /!i2 + • . •) 

Y = COS ff . F 

unb ba jebeg Don einet beliebigen Sinie umgtenjte tizm ^läc^enftücf F ate SJiel- 
ecf mit unenblid^ Dielen, unenblic^ f leinen Seiten bettad^tet roetben lann, befjen 
3^eilbteiecfe J^, J^ - - * 5" unenblic^ f leinen ^läd^enelementen roetben, fo gilt bet 
Sa$ anä) füt ein folc^eä ^läd^enftücf. 



Sig- 33. 



Seifpiele. 

77. 1. Seifpiel. diejenige Ätaft (Stefultante) ju jeid^nen unb }u be^ 
ted^nen, n)eld;e btei ju einanbet fenfted^te, in einem 'ißunft A angteifenbc Ätäfte 
P, Q, R etfe^t. 

3laä) bem Sa^ übet baä ^ataHelogtamm bet Ätäfte etfe^t bie diagonale 
AC be§ aus AB = P unb AD = Q gejeidfineten Sted^terfä AB CD beibe Ätäfte 

P unb Q. 2)ie gefugte SRefultante AG- = X 
etgiebt fid^ fomit als diagonale be§ auS A C unb 
bet btitten Ätaft C G = R gezeichneten 9led^t= 
edEö ACGE. 3)ie Slefultante ift fomit SDiagonoIe 
beS übet bem Siedete* AB CD ettid^teten fenftcc^tcn 
^Ptiämaä, eines fogen. Quabetä mit bet fenftec^ten 
Äante R. 3?ad^ bem ppt^agotäifd^en ©a^ ift: 

X* = AC + CG'' unb AC« = P* + Q^ 

fomit 

X' = P^ + Q2 + R^ unb X = j/P^ + Q' + R« 

5Die Slefultante fann auä ben geg. Ätäften in einet einzigen Srid^nungs^ 
ebene gejeid^net roetben mittels bet ted^troinfligen 2)teiedfe ABC unb ACG, 
menn le^teteS um AC in bie ebene beS etfteten umgeflappt roitb. 

3)ie Stid^tung bet Slefultante, b. 1^. i^te SBinfel a, ß, y mit ben btei geg. 
Ätäften etgeben fi^ qx\^ ben tedjitroinfligen 5Dteiedfen 
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A A B G . . . cos a = 



AADG. . . cos/9 



AB 
AG 

AD 
AG 

AE 



X 

X 

R 



unb ba 



AAEG . . . cosy = . ^ — ^^ 

' AG X 

+ Q* + R* 



(l)'+(^)' +(!)■=- 



X 



x^ 



COS^C^ + cos'/? + 008*7 = ^ 



Sig. 34. 




To folgt 

©a$: 3)ic ©ummc ber Quabratc bcr Äoftmiffe bcr SBBinfcl, bic eine GJe- 
tabe mit brei ju einanber fenfred^ten (Seraben bilbet, ijt glei(^ einS. 

2)erfelbc ©a$ gilt audji für bie SBinfel, bic 
eine Ebene (XYZ) mit brei ju einanber fenfred)ten 
^btntn bilbet, benn biefe SBinfel finb biefelben, 
welche bie t)om ©c^nittpunft ber brei ©benen 
«uf (XYZ) gefäate ©enf redete OA mit bcn ^u 
einanber fenfred^ten Sc^nittgeraben ber brei Gbenen 
fcilbct. SBarum? 

78. 2. 33eifpiel. 2Betdf)e »e^ie^ung befte^t 
^roifd^en einem ebenen gfläd^enftüdf F unb feinen 
Ißrojeftionen auf brei ju einanber fenf rechte ©benen? 

©inb a, ß, y bie SBBinfel ber (ihtm t)on F mit ben brei fenfrec^ten ^ro^ 
jeltionSebenen, fo finb bie ^läc^en ber ^JJrojeftionen auf Ie|tere: 

F, = cosa . F F2 = cosß . F F3 = cos;' . F 

lüorauä burd^ Duabrieren unb äbbieren 

Fl' + F/ + F3« = (cos'a + cos^/S' + cosV) . I"' 

unb fomit gemäfe 77) 

F,« + F2' + F3« = F'' 

©a^: 3)a8 Ouabrat ber ^läd^e eineä beliebig umgrenjten %t\\^ einer Ebene 
ift gleid^ ber ©umme ber Duabrate ber ^rojeftionen biefer ^läc^e auf brei ju 
einanber fenfred^te ©benen. 

tiefer bem ^^t^agoraS analoge ©a$ lä^t fidf) Dielfac^ jur Söfung alge-- 
traifd^er Slufgabcn benü^en, g. 33. : 33etrad^tet man in ^ig. 34 bie red^tminfligen 
^reicdfe, roeld^e tjon ber ^htm beä AXYZ auf ben brei p einanber fenf redeten 
<Sbenen beftimmt werben, alä ^rojeftionen be§ AXYZ, fo ift 



(AXYZ)'^ = (A YOZ)* + (AZOX)« + (AXOY) 



1) 



40 @en!recl^te Sage oon (S)eraben unb (Ebenen. 

Sft OX = a, OY = b, OZ = c, fo ftnb bic Seiten bcä 35reiecfd XYZ 

YZ = J/b-^ + c* = u, ZX = |/c' + a' = v, XY = |/a^ + b^ = w 

unb bie 

giäc^e beä AXYZ = |/s (s — u) (s — v) (s — w) roobei s = ^"^2"^^ 

unb bie Sejiei^ung 1) ergieBt, wenn bic %läd)tn fämtUd^er ©reiecfe in a, b, c be^ 
red^net jtnb, baft baS ^tobucft ber t)ier Ä(ammetn: 



(l/b^ + c' + l/c« + a» + l/a^ + b«)(— l'b* + c* + l/c' + a' + l^a' + bO 
(l/b^ + c' — l/cM^+ l a« + b*) (1/ b« + c* + l/c*4-a' — l^^a' + b^) 

= 1^ [(■^)' + (^)' + i^y] = ^ (^'^' + ^'*' + ^^^'> 
^robe burd) äuSmuItipIijieren ber Älammergrö^en! 

79. 3. Seifpiel. (Sefud^t bie ^rojeftion eineä redeten SBBinfelä auf eine 
ju einem feiner ©d^enfel parallele @bene. 

SSerfd^iebe bie jum Sc^enfcl BC beS rechten 
5i9. 35. SBBinfelg ABO paraffefe ebene -2" fxä) fetbft paraHel 

/^ burd; biefen ®c^en!el unb fälle auf fie t)on einem 

beliebigen $unlt A beS anberen ©d^enlelä bad £ot 
AD, fo ift <DBC bie ^Projeftion beS 9led)ten 
auf ^. ©leitet AD ftc^ felbft paraffcl längä AB 
burd^ bie ©pi|e beä redeten SBBinfete nad^ A'B, fo 
bleibt A'BX-S', ba^er ift 

A'B±BC unb ba auc^ AB±BC, fo folgt (ABD)J_BC, 

fomit 

BD±BC ober < DBG = 90« 
unb bal^er 

Sa|: ©in red^ter SBinfel projiziert fid^ auf jebe ju einem feiner ©d^enfel 
parallele ®bene roieber als ?ted^ter. 



80. 4. Seifpiel. @ine @bene ^u jeic^nen, bie mit brei beliebigen roinb- 
frf)iefen (Seraben gleiche SBinfel bilbet. 

aSerfd^iebt man bie SBinbfc^iefen f, g, h fid^ felbft parallel burdf) einen be- 
liebigen ^unft P unb projiziert fie alöbann auf bie gefud^te ©bene JS, fo ift nad^ 
23orau§fe$ung 

<a:PAO = <PBO = <pco 



@en!re(^te Sage von @eraben unb (Sbenen. 
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unb ba P gcmcinfam unb auf allen burd^ ben %VL^i 
punit in ^ gejogcncn ©eraben fenfrcd^t fielet, fo 
folgt 



5ig. 36. 



APOA ~ APOBH^ APOC 



unb fomit 



PA = PB = PC 




S)ie @6ene ber ®nbpunlte A, B, C bteicr 
parallel ben geg. @etaben von einem belieBigen $unlt 
auSftral^lenber ©trecfen t)on beliebiger, aber gleid^er 
Sänge ift bie gefud^te. ®g giebt t)ier ^araHelfd^aren 
von 6benen, bie ber Stuf gäbe genügen, roeld^e? 

81. 5. Seifpiel. Sine ©trecfe von geg. Sänge fo jroifd^en ^roei geg. roinbs 
fc^icfe ©erabe ju legen, ba^ fie mit einer berfelben einen geg. SBinfel bilbet. 

3ft X Y bie gef ud^te Sage ber ©tredfe a, bie mit g ben <$: a bilben möge, 
fo beftimmt ba§ Sot YU-Lg baä red^troinflige AXüY, baS in einer kleben? 
figur aus ^^potenufe unb einem fpi^en SBinfel in majorer ©rö^e gejeit^net 
werben lann. ^ällt man Don Y baS Sot YZ auf bie burd& g jur anberen SBinbs 
fd^iefen li parattel gelegten &Unz (gV)/ fo beftimmt bicfe fürjefte ßntfemung 
ber geg. SBinbfd^tefen mit YU ein jroeiteä red^t-- 
roinlliges AYZU. ^lun ift 

gXUY 

g-LYZ 



unb fomit 




g-L(UYZ) 

gi-UZ 

3!)ie in (gh') ju g im Slbftanb UZ gezogene 
parallele trifft bie ^ßrojeftion oon h auf jene 
Qbtnt in einem ^unft Z, ber bie ^rojeftion 
beS 5Punfteä Y ift. SDer Äreiä um Y mit a in ebene (Yg) ergiebt X. Stn^al^l 

ber Söfungen abl^ängig tjon Y Z = a? 

3ft ftatt ber Slngabe be§ <X,a bie Sebingung gefteHt, bafe XY mit ben 
geg. SBinbfc^iefen gleid^e SBBinfel bilbe, fo jiel^e man XV||h' in Qbzm (gh'), 

' <AYX = <BXYnac^ 3Sorauäf e^ung, 

<AYX^<VXY innere SBBec^fetroinfel, 
<BXY = <VXY 

XY bilbet alfo mit XU unb XV gleid^e SBinfel; bie ju ebene (BXV) fenf= 
rechte @btnt (XZY) ift fomit gemäfe 70) ^albierungäebene beä SBBinfelS UXV 
unb ba^er 

<BXZ = <VXZ 

2)anxit ift XZ aud^ ber Slic^tung nad^ beftimmt. halbiert man bal^er <X gh' 
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6en!re(i^te Sage oon @eraben unb @6enen. 



in 6benc (gh'), fo fd^ncibct bie ^Parallele ju g burd) bcn ßnbpunft bcr »on ber 
äSinfelfpile B au$ auf biefer $a(bierungdgeraben abgetragenen jlatl^ete XZ bes 
in einer SRebenpgur in wahrer ©röfee ge^eid^ncten rcditroinfligen 3)reicdfS XYZ 
bie ^ßrojeftion h' t)on h im ^un!t Z u. f. f. Slb^ängigfeit ber Söfungen? 

82. 6. S3eifpie[. @ine beliebige @bene fd^neibe auf brei gu einanber fenf^ 
redeten, fic^ in einem $unlt fd^neibenben @eraben bie t)om gemeinfamen ©d^nitt- 

punft au8 gemeffenen ©tredfcn a, b, c ah, SBelc^e 
Siö- 38. Sejiel^ung befielt jwifc^en biefen ©treden unb ben 

il^nen paraEelen 9(bftänben x, j, z eined beliebigen 
5PunfteS P biefer ®bene t)on ben ju einanber fenf- 
redeten ßbenen jener brei Oeraben? 

3Serbinbe P mit bem ©nbpunlt C ber ©tredfe c 
bis jum ©d^nitt mit ber ©pur ober ©d^nittgeraben AB 
ber f d^ncibenben ©bcne (A B C) unb ber Sbene (A B) 
inD, bann fmbPE JLOD, EH±0A, EFXOB 
bie Slbftänbe z, j, x beS fünftes P unb eS ift 




DO 
DE 



c 
z 



= — ober 



DO 



DO — DE 



D^O 
EO 



unb bal^er, xütnn von D bie Sote u±OB unb v±OA gefällt werben 



5Run ift 



u 

X 



c — z 



unb — = 



n)orau§ burd^ älbbition 



u BD , V 
a BA b 



a ' b 



c — z 



A^ 
"AB 



1) 



2) 



unb bal^er, rvtnn für u unb v bie SBerte auö 1) eingefe^t werben, 



umgeformt 



ober 



c — z 



a 



+ 



c — z b 



. 7- = 1 



a ^ b 



c — z z 

c c 



a ' b ' c 



3) 



3)ieä ift ber algebraifd^e SluäbrudE für bie geometrifd^e (Sigenfd^aft, ba^ nur 
biejettigen fünfte, beren Slbftänbe x, y, z bie @Ieid[)ung 3) befriebigen, in ber burd^ 
bie ©tredfen a, b, c, bie fogen. Slc^fenabfc^nitte, beftimmten Qiznt liegen; alle fünfte, 
beren 3lbftänbe x, y, z bie ©leid^ung 3) nic^t befriebigen, liegen aufeerl^alb ber 66cne. 
3Kan l^ei^t ba^er 3) bie „©leid^ung ber 66ene". 



(Einleitung in bic barftcttcnbc Ocomctric. 43 

1. %xa^t: Siegt ber ^unft mit ben Stbftänben 7, 4, 2 in ber Ebene mit 
ben Stc^fenabfc^nitten 10, 15, 60? 

2. gfrage: SBBeld^e Sld^fenabfd^nitte ^at bie @6ene mx + my + pz = q? 
SSringt man bie (Sleid^ung auf bie ^orm 3) 

m n n 

fo finb — , --, --- bie gefud^ten Slbfd^nitte. 

3. grage: 9Beld)e Sebeutung l^aben bie a\x^ ben ©Ieici)ungcn 

ax + by -|- cz = d 

a'x + b'y + c'z = d' 4) 

a"x + b"y + c"z = d" 

bered^neten SBcrte t)on x, y, z? 

3)a fie fämtlid^e brei ©(eid^ungen befriebigen, fo ftelfen fie, wtnn man 4) . 
al§ bic (Sletd^ungen breier ©benen betrad^tet, bie älbftänbe be§ gemeinfamen 'Zd)nxiU 
punftcS biefer brei Ebenen von ben ^axiT(>ta(i)\tntbtntn bar. 



©aSparb SKonge 1746—1818 in ^ariS. 

83. Silbet man einen (Segenftanb auf jroei ju cinanber fcnfred^te, ein für 
alfemal fcftgelcgte Ebenen, bie fogen. ©runbebenen, ortl^ogonal ab unb waf)lt bic 
©runbcbcncn inäbcfonbcrc l^orijontal (roagrcc^t) unb Dcrtifat (aufrecht), rocSl^alb 
man fie aud^ als ^orijontalcbcnc H.E. unb 3ScrtifaIcbcnc V.E. bcjcid^nct, ffappt 
aisbann bie SScrtifalprojcftion V.P., ben fogen. Slufrife, um bic ©d^nittgerabe 
bcibcr ©runbcbcncn, bic fogen. Sld^fe ober ben 9li^, in bic &hem ber ^ori^ 
jontalprojcftion H.P., bcS fogen. ©runbriffcS, meldte S^xi)nvLn%^thtm ift, fo 
laffcn fid^, ba bic H.P. alle l^orij\ontalcn unb bic V.P. alle tjcrtilalcn ©rb^cn- 
ücrl^ältniffe in magrer ©rö^e miebergiebt, auS ber auf einem einzigen ^txd)znUatt 
auägcfül^rtcn 3ß^^w«9 beS ©runb? unb SlufriffcS cincS ©egenftanbeS (in vtx- 
flcincrtcm 3Ka^ftab biSroeilcn) fämtlidS)c horizontalen unb ücrtifalcn ©rö^enDcr- 
l^ältniffc bcSfclbcn in majorer ©röfte entnehmen, b. 1^. ber ©cgcnftanb ift in realerer 
©röfec unb bcjüglid^ bcibcr ©runbcbcncn in ganj bcftimmtcr Stellung bargeftcHt. 
3)al^cr für bic gefamtc S^cd^ni! bic Sebeutung beS ©runbs unb Slufri^jeidfincnS, 
bcffcn roeitcren aiuSbau bic barftcttcnbc ©eometric (bcfd^reibenbe ober beffriptioe 
©cometric) §um ©cgcnftanb ^at. 

©tcl^t eine (ihtm beS abjubilbenben Körpers fcn!rcdf)t gu bcibcn ©runb= 
ebenen, fo projiziert fid^ atteS in i^r in eine gum 9li^ fcnfrcd^tc ©erabc. Um 
bal^cr auc^ ^^ici^i^wngcn in Ebenen oon fold^cr ©tettung barftettcn ju fönnen, 
benü^t man eine brittc gu ben bcibcn erftcn fenfred^te ^roieftionSebene, bic fogen. 
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(Sinteitung in bie bacfteUenbe ©eometrie. 



©citcits ober Ärcujriftebene, bie ebenfaUd um il^re ©djinittgerabe mit ber ©tunb* 
ri^ebene in Ic^terc umgeflappt wirb, ba nur eine einjige B^i^wunggcbenc benü^t 
werben foll. 

84. 3)arfteIIung eine§ ^^unltd. 

®ie (Srunbebenen teilen ben SRaum in t)ier 2^eile, Duabrantcn genannt. 
2)ie in ben tjier Cuabranten liegenben ^Punlte A, B, C, D feien fenfrec^t auf 
bie ©runbebenen projiziert. 3)re^t man alsbann bie V.E., oon ber redeten ©eite 
beä Sliffeg auä betrad^tet, im ©inn beS U^rjeigerS um 90° in bie H.E. (gig. 39 
fenfred;t jum Sti^), fo fommen H.P. unb V.P. jebeä ^unftä auf eine jum SÄi^ 



gig. 39. 



^j — 

i ^" 


-iJ? 


J>'\ A' 

L 

D J)" 


\C' B' 



A'"^ 



5ifl. 40. 



6B" 



9C' 



J 



I 

r 
I 



A'^ 



n 



^JD 



6J>' 



ÖC" 



VF, 



fenfredS)te ©erabe ber 3«ici^«wngäebene, baS fogen. ^rojeftion§(ot, ju liegen, teife 
obers teitö unterl^alb bcö Sliffeö, abl)ängig üom Quabranten, in meld^em ber be^ 
treffenbe ^unft liegt, ba bei ber 35re^ung ber einen ©runbebene in bie anbere 
bie obere V.E. mit ber Hinteren H.E. unb bie untere V.E. mit ber Dorberen 
H.E. fid^ bedEt. 3)ie fünfte A, B, 0, D im 3flaum finb fomit in einer einzigen 
^"bzxiz, {%\%. 40) bargeftettt burci) i^re ^rojeltionen (A'A"), (B'B"), (C'O'Or 
(D'D'O unb fomit 

©a|: Seber beliebige ^unft im 9taum ift bejüglid^ ber H.E. unb V.E. 
burd^ feine H.P. unb V.P., beren SSerbinbungSgerabe gum Slife fenfred^t ftel^t, 
einbeutig in ber ßbene bargeftettt. 

2)ie Entfernungen ber ^rojeftionen eines 5Pun!te§ Dom 9li^ finb jugleid^ 
bie Slbftänbe beg 5Punlteö im 9laum Don ben beiben ©runbebenen. 

85. 2)arftettung ber ©eraben unb il^rer ©d^nittpunfte mit ben ©runb= 
ebenen, ber fogen. ©puren ber ©eraben. 

gig. 41: beliebige ©erabe (g'g"); i" ^5^9- ^la perfpeftit) bargeftettt. 
?5ig. 42: ©erabe||H.E. gig. 43: ©erabe || V.E. ^ig. 44: ©erabe J. H.E. 
ig. 45: ©erabe ± V.E. ^ig. 46: ©erabe ± Sti^: §ier ift bie ©eitenprojeftion 



Einleitung in bic borftcttenbc (Scomctric. 
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anjugcben, ba bic fcnfrec^t jum Slife gejcid^netc ®erabe aud^ Bugleid^ bie jum 
9life fenftcd^tc @bcnc, alfo unenblid^ t)iclc im diaum jum Slife fcn!rcdS)te ®ctaben 
iarftcHt. 



Sig. 41 a. 




JT 



5ig. 41. 




gig. 42. 




5ig. 43. 




Sig. 44. 



// 



<^^' 



gig. 45. 

I 
I 
I 



gig- 46. 



^ 



\ 

• 

6r\ 



\ 



ff 



.n 



86. ©arftcllung bcr 66ene burd^ il^rc Sd)nittgcrabcn mit bcn ©runb^ 
ebenen, bie fogen. ©puren ber @6enc. 

gig. 47: »eKebige ©bene. gig. 48: Sbene || H.E. gig. 49: @bene || V.E. 
gig. 50: ©bene JL H.E. gig. 51: ^htx^t J_ V.E. 

2)te ©puren jeber ®bene fd^neiben' jtd^ auf bem SRift nad^ bem ©a^ über 
ben ©c^nitt breicr ßbencn. §ieran änbert aud^ bie Umllappung nid^ts. 

<^sOt ber B^i^wwng tft nid^t ber SBinfel ber ©puren im Slaum. gül^re 
ben 9tad^n)ei§ bei gig. 50 unb gig. 51. 
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(Anleitung in bie barfteSenbe üieoinetrie. 




3i9. 48. 
t 



Siö- 49. 



Sig. 50. 




gig.öi 




87. ® a ^ : ©inb (Seraben parallel, fo ftnb aud^ i^re ^Projeftionen parallel. 

Sinb Qitmxi parallel, fo finb auc^ il^re Spuren parallel. 

Seroetg nac^ bem @a^ über ben Sd^nitt paralleler 66enen burd^ eine fd^ief e. 

88. 2lllgemeine Sagenbejiel^ungen jroifdfien ^>unft, ©erabe unb Gbene, in 
beäfriptiper Slrt gejeic^net: 

a) 3n ebene (s 1) eine beliebige 2)urc^ ^unf t (P' P") eine beliebige 

©erabe (g' g") ju 8iel;en : ©erabe (g' g") ^u jie^en. (gig. 53.) 

2llle ©eraben einer (^itm l^aben il)re 
Spuren in ben gleidjnamigen Spuren 
ber ebene, gemä^ 5. (gig. 52.) 



Sig. 52. 




Sig. 58. 




b) 3w unterfuc^en, ob 

ein geg. $unft (P'P") in einer geg. eine geg. Cbene (sOt) burd^ einen geg. 

ebene (sOt) liegt. ^unft (P'P") ge^t. 

3ie^e in ber V.E. burd; P'' bie iiertifalprojeftion X" Y" einer beliebigen, 

burd^ ben 5Punft ge^enben ©eraben ber Cbene, fo mu^ P' auf ber §orijontal= 
projeftion X' Y' biefer ©eraben liegen. 

c) 3n)ei fünfte (P' FO unb (Q' Q") ^raei ebenen (sOt) unb (uMv) 
beftimmen eine ©erabe, i^re SSerbin-- beftintmen eine ©erabe, il^re Sd^nitt^ 
bungägerabe (x'x"). (giö- ^4.) gerabe (x'x"). (StQ. 55.) 



(Einleitung in bic barftettcnbc ©comctric. 
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Siß- 55. 



Sig. 54. 





d) 3n)ci ©crabc (g' g'O unb (h' li") 
fc^neibcn fic^ in einem ^Punft (P' P") 
ober fie jtnb roinbfd^ief, wie (g' g") unb 
(h'k"). (StS.56.) 

Sig. 56. 




e) ®in 5Punft unb eine ®erabe be^ 
ftimmen eine ®6ene. 

ein beliebiger 5ßunft (Q'Q") ber 
geg. ©eraben beftimmt mit bem geg. 
$unft (P'P") eine jroeite ®erabe ber 
gefud^ten (Shznt. 33ie 3Serbinbung§s 
geraben ber gleid^namigen Spuren beiber 
©eraben jtnb bie ©puren ber gefuc^ten 
ebene, (gtg. 58.) 

gig. 58. 




3n)ei ©erabe (g'g") unb (h'h") 
beftimmen eine Qhtnt (Ost) ober jte 
fmb roinbfc^ief, wie (g' g") unb (V k''). 
(W 57.) 

Sig. 57. 




eine Qb^n^ unb eine ©erabe be^ 
ftimmen einen ^Punft, ben ©d^nittpunft. 

Sege burd^ bie geg. ©erabe (g'g") 
eine beliebige (Sbtm, am einfad^ften bie 
t)ertifaIproiijierenbe Qhtnt (X'MY"), 
loeld^e bie geg. ebene nad^ ber ©eraben 
(g' k'O fd^neibet. 5Diefe trifft (g' g") 
im gefud^ten 5Pun!t (P' P"). 

Sig. 59. 




48 



Einleitung in bie barfteUenbe Geometrie. 



f) »cfonbctc gätte: 

1. ßincn geg. $un!t (P' P") mit einem unenblic^ fernen $unft, geg. burc| 
feine Slic^tungSgerabe (g' g") ju ©erbinben, mit anbeten SBorten: parallele gu 
(g' g'O burc^ (P' P'O. (Sfig. 60.) 

3iel&e x" II g" burd^ P" unb x' || g' burd^ P'. »egrünbung burd^ 87). 



Sig. 63. 



5ig. 60. 





2. ßine geg. ßbene butd^ eine §otijontale6ene unb burd^ eine jur 
V.E. parallele ßbcne V ju fd^neiben. 

(x' 0) unb (Vy'O ftnb bie gefud^ten ©eraben. (gig. 61 u. 62.) 



m- 61. 



Sig. 62. 





3. Sd^nitt ber &htnt (sOt) mit einer jum Sli^ fenf redeten 6bene -5*. 

Setrad^te -2* als Äreujri^ebene gemä^ 83), bann ift z bie Umflappung ber 
©d^nittgeraben in bie H.E. (^ig. 63.) 



Sig. 64. 




gig. 65. 



ac 



n 




Einleitung in bie barfteUenbe Geometrie. 
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4. ©d^nitt jTOcicr, j\um SRi^ paralleler Qhmzn (st) unb (uv). 

Senü^e eine, jum 9li^ fenfred^te ©bette ate Äreujri^ebene. 95ann ftnb 
m uttb n bie ©d^nittgeraben berfelben mit ben geg. ßbenett in ber Umflappung 
Ttad^ Knfg unb ber ©d^nittpunft X"' t)on m unb n ift bie feitlid^e ^rojeftion 
ber gefud^tett ©erabcn (x' x"). &i%- 64.) 

5. ©d^nitt jroeier 3Serti!aIebenen. 

3ii^re ©d^nittgerabe ift felbft t)erti!al. (^ig. 65.) 



6. Oegeben groei ßbcnen, beren SSer^ 
tifalfpurenfd^nittpunft unjugänglid^ fei. 
^ic SBertifalprojeftion ber ©d^nitt- 
^erabeit ju jeic^nen. (^ig. Q6.) 



©d^neibe bie geg. (Sbcnen burc^ eine 
Beliebige britte @bene, am befteit eine 
^orijotttalebene, unb beftimme ben ge^ 
tneittfamen ©c^nittpunlt (S' S") ber brei 
©bcnen. ^ann ift bie gefuc^te ©erabe 
Vit V.P. ber SSerbinbungSgeraben biefeS 
^cmcinfamen ©d^nittpunftS mit bem 
©c^inittpunft (Ü'U") ber ^orijontal-- 
fpurett ber geg. ßbenen. 



®eg. groei fünfte (P'P") unb 
(Q' Q"), beren SBertifalprojeftionen nid^t 
t)erbunben werben fönnen (roegen irgenb 
eines ^ittberniffeS jroifd^en P^Q"). 
3)ie V.P. ber SBerbinbungSgeraben nu 
jeid^nen. (gig. 67.) 

35erbinbe bie geg. fünfte mit einem 
beliebigen brüten $unft (R'B,"), am 
beften einem ^unft ber H.E. unb be-- 
ftimme bie (Sbene (s 1) ber brei fünfte. 
95ann ift bie gefud^te ©erabe bie V.P. 
ber ©d^nittgeraben biefer (Shznt mit ber 
t)ertifaIproiijterenben ßbene ber SSer-- 
binbungSgeraben ber geg. 5ßunfte. 




5iö- 67. 




^tnixtd^te Jiaie von ^txabt unh ^ient. 

89. ©a|: ©tel^t eine ©erabe g fenfred^t auf einer geg. Qbtnt -2*, fo 
fittb aud^ il^re ^rojeftionen g' unb g" fenfred^t auf ben gleid^namigen ©puren 
ß unb t ber 6bene. 

©ouerbed, Sterrometrie. 4 
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93 e tu ei d: l^ebe burc^ g gelegte Sbene, a(fo aui) bie l^ori)onta(projtjterenbe 
@bene ber ©eraben g, fte^t fentrec^t gu ^, alfo 

0±JS, jugleid^ aber 0±H.E, ballet 

±a, ber ©d^nittgeraben Don -2" unb H.E, fomit 

g' X 8 unb entfprcd^enb wirb beroiefen g" ± t. 

^entte^U JLate von ^txabtn. 

Oleid^namige 5proje!tionen fenlrec^ter Oeraben fmb im attgemeinen fd^ief 
ju einanber ; ausgenommen ber %aU : 3ft r>on jroei fenfrec^ten (Seraben minbcftenä 
eine einer ®runbe6ene paraffel, fo ift bie ^rojeftion beS redeten SBinfels auf 
biefe ©runbebene lieber ein red^ter. SeroeiS? 



^nixt^U <Xag( von ^itntn. 

3)ie Spuren fenlrec^ter Ebenen finb im aKgemeinen nic^t ju einanber 
f enfred^t. ©onberf äff e ? 

90. Seifpiele: 

a) SSon einem geg. ^unft (P'P") auf eine geg. Ebene (sOt) baö 2ot 
}u fäffen. 

2)ie Sote t)on ben ^rojeftionen be8 5ßunftg auf bie gleid^namigen ©puren 
ber 6bene finb bie $Proje!tionen ber gefud^ten Oeraben. Seftimme ben gu^punft 
beä Sota mittete ber oertifalprojijierenbcn ßbene. (^ig. 68.) 



gig. 68. 



Sig. 69. 





b) ä5on einem $unft auf eine geg. ®erabe (g'g'O bie fenfrec^te Sbcnc 
gu fäffen. 

3Kan benfe fid^ in ber gefud^ten ßbene burd^ ben geg. $unft eine l^ori= 
jontale ®erabe h gejogen. 2)a biefelbe jur geg. ©eraben fenfred^t ftel§t, fo finb 
bie §origontoIproje!tionen beiber ©eroben fenfred^t ju einanber. 

gäffe ba^er oon P' baä Sot h' J_ g', jie^e burc^ P" bie 5ßaraffele h" ium 
m% fo ift bie aSertüalfpur U" ber ©eraben (h' h") ein SSertifalfpurpunft ber 
gefud^ten Qbzm. SSon U" baä Sot t J_ g" giebt ©d^eitel unb Os || h'. (^ig. 69.) 
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Siß. 70. 



^rftintmitttg von jungen nnb "^inletixd^tn. 

91. ^auptfäd^lid^ nad) jroci Sßcrfal^rcn: 

a) Umflappung in eine ©tunbebene, 

b) 2)rel^ung in 5ßaraffelftellung ju einer ©runbebene. 

Seifpiele. 

92. 1. Seifptel: 2)ie t)on ben ©puren ü' unb V" begrenjte Strerfe einer, 
burd^ tl§re ^Projeftionen (g'g") geg. ©eraben in roal^rer ©rö^e ju jeid^nen unb 
i^rc 5Reigung cc gegen bie H.E. ju beftimmen. (gig. 70.) 
Söfung burd^ UmHappung bejro. 2)rel^ung 

a) um bie H.P. in bie H.E. : ÄreiS um Y' 
mit V V" bis jum Schnitt mit Y' VoXg' 
in Vn, bann ift Vq U' bie gefud^te ©tredfe unb 
<VoU'V' = <):«. 

b) um baS ^rojeftionölot V V" in bie V.E. : 
ÄreiS um V mit Y' U' bis jum ©d^nitt 
mit bem 3life in Uq, bann ift Uo V = ü' Vq 
unb <V'UoV" = ^c^. 

93. 2. 33 e i f p i e I : SBal^re ©rö^e unb §ori jontalneigung einer burd^ il^re 
^rojeftionen geg. ©tredfe X Y ju beftimmen, ol^ne bie ©trerfe bis ju ben ©puren 
^u t)er(ängern. 

1. 2i)fung burd^ Umllappung um bie H.P. in bieHE.: (^ig. 71.) ©inb 
AX" unb BY" bie $orijontaIabftänbe ber ßnbpunite ber ©trerfe unb errid^tet 
man auf X'Y' bie Sote X'X = AX" unb Y'Y = BY^ fo ift XY bie 
gcfuc^tc ©trecfe unb < OXY = -^ c^ für XO i: X' Y'. 



crz-- 




5ig. 71. 



gig. 72. 





2. Söfung burd^ 2)rel^ung ber J^orij^ontalprojijierenbcn &btm um X' X in 
^araHelftettung jur V.E. 2)abei befd^reibt Y einen Kreisbogen vom §albmeffer 
X' Y\ ber fid^, ba feine ®bene || H.E. , l^orijontal in majorer ©rö^e Y' Z\ t)er= 
tifal als bie jum SRife paraHele Y" Z" projiziert. X" Z" ift bie gefud^te ©tretfe 
XY, fte btibet mit bem 9«^ ben gefud^ten SBinfcI <^ a. (^ig. 72.) 
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Siö- 73. 



94. 3. Scifpicl: Umflappung t)on ^ßunften unb ©etaben einer ßbenc 
um bie §orijonta(fput s ber legieren in bie §ori}\ontaIebene. (^ig. 73.) 

Seber ^unft P ber (Sbtnt befc^reibt bei ber 
3)rel^un9 ^^^^^ ÄreiS; bie Qbtm beSfelben fielet 
fenfred^t j^u s unb projiziert fid^ bal^er l^ortjontat 
aU £ot Don P' auf s. 2)er §albmeffer biefeä Äreifeä 
ift bie §9potenufe AP beS red^troinfligen 95retect§ 
PP' A, baä als A P" DB au^ bem ^orijontalabftanb 
P"D beg ^unftä P unb bem 2tbftanb P'A feiner 
H.P. von 8 als Äatl^eten in realerer ®röfee gejeid^net 
ift. APo = BP" auf P'A t)on A auä abgetrogen 
giebt bie gefud^te Umflappung Pq beS ^unfts P. 

2)a bie 5ßunfte ber ^orijontalfpur OU' afe 
5ßunfte ber 2)rel^ad)fe an ber Seroegung ntd^t teif- 
nel^men, fo ift U'Po bie Umflappung ber ®eraben 
U'P. 2luS biefen Betrachtungen, t)ergl. aud^ 32), 
folgt ollgemein: 

®a^: 33ie Umflappung in eine ©runbebene liegt paraHelperfpeftio jur 
l^ugel^örigen 5Projeftion. 



■■::ii 
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Söfe mit §ilfe biefeö Sa^eä bie in ^ig. 74 be^anbelte 

Stuf gäbe : ®eg. bie H.P. eineö 3SieIedf§, bie ^orijontalfpur MN ber ßbene 
beäfelben unb bie V.P. einer einzigen ßdfe. 2)a§ 3Sieledf in realerer ®rö^e ju 
zeichnen. 

95. 4. Seifpiel: 2)ie Entfernung eineä 5ßunftä von einer Ebene ju 
beftimmen mittele Umfloppung. 

(gig. 75.) a)ie J^ortjontolprojigierenbe Ebene beä gefud^ten SotS ftel^t fenf= 
red^t gur ^orijontalfpur s ber geg. (^hzm. %äüt bal^er P' A J_ s biä jum ©d^nitt 
mit bem SWife in B', errid^te auf biefem baä £ot B' B" unb flappe bie J^ori^ontal- 




iSinleitung in bie barftellenbe @ecmetrie. 

projijierenbe (Sfeene ÄB'B" um i^re §orijontalfpur 
A B' in bie H.E. QmäfU ba^tx ouf A B' in B' unb P' 
bie Sote B'B(,=-B'B" wnb P'Po = P"D, fo ift 
PoX(|j.AB|j bie gelullte @nlfernung. 3)ie H.P. 
beä gufepunlta X ift ber gufepunft X' beS Sofa 
X(,X'J_AB'. X" liegt auf ber V.P. bet ©eraben 
A B". 3ei^eni)ro6e ffit P" S" ? 

96. 5. Seifpiel: 3)ie eittfemung jroeier 
patnDelec @eiaben gu beftimmen. 

(;^g. 76.) ftlappe bie buTc^ i^ie ^rojeftionen 
g'llh' unb g"||Ii" 9eg. ^araMgeroben g unb h 
um bie ^orijontalfpur UW ber buri$ fie gelegten 
Sbene aU 2(c£i|e in bie H.E. in bie 2age gu II W ®* SEnÜB*- t"" *>'* ^orijontal: 
(pur einer Oeroben jugleii^ ein 5ßiintt i^tet ^orijontatumllappitnö ift, nur eine 
Serabe, etroa g, umjullappen. JJaä, oon ber ^orijontat; 
fpur tJ her anberen ©eraben ouf fo gefaßte Sot ift ber 3^3- '7- 

gefudjte 3l6ftünb. 

97. 6. Seifpiel: Slie entfemung jroeier paraaeter 
6&enen ju beftimmen. 

(iJrig- 77.) 3ebe ju einer ©eraben ber geg. Sfienen 
fenfiedite ®6ene ift avä) ju ben geg. 66enen fenlret^t 
unb fdineibet fie nac^ parallelen ©eraben, bie ben ge- 
fudjten abftanb ^ü6en. 3)lan roä^fe, alä am einfac^ften 
itu jeic^nen, bie ju ben ^orijonlatfpuren ber geg. SSenen 
fendecEite fiorijontolptojijietenbe 66ene jur ©c^nittebene , bre^e fie mit ben et^ 
jeugten Si^mftgeroben um üfn 3}erti(a[fpur in bie V.E., fo ift ber Uibftanb UV" 
biefer ©etaben ber gefuc^te älbftanb. 

98. 7. Seifpiet: Sie aSinlel einet Gbene 
mit beiben ©runbebenen ju beftimmen. 

((Jig. 78.) %&üe, ber Sßereinfai^ung falber, pon 
einem unb bemfelben *Punft Q be6 3iiffe8 bie fenlrei^ten 
ebenen (bie ^orijontal: unb bie nertiCaCprojijierenbe 
Öbene) auf bie Sputen bet geg. Gbene. 6ie fc^neiben 
bie geg. Gbene unb bie ©runbebenen na<^ jraei Stei- 
erfen, loetcfie bie pon Q auä loufenbe §ö6e, bie ©c^nitf; 
gerabe beiber projijietenbet Gbenen, gemein Iiaben. >Dte^e 
bie ^orijontotptojijierenbe Gbene um i^re 55ettifatfpur in bie V.E., bie »ettital; 
projijierenbe um i^re ^orijontalfpur in bie H.E., fo tommt baä etfte 6cEinitt! 
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bretcdf in bic Sage AQW, baS jroettc in bie Sage BQU unb <^ QAW = <^ c? 
unb <^ QBÜ = <^ /? finb bic gefachten SBinlel. 3ur $ro6e: $ö^c QE ^ AW 
gleich m^ QFXBU. 

99. 8. Seifpiel: 35en SBinfcl jroeict butd^ il^rc ^ßrojcftioncn geg. 
®eraben in realster ®rö^e ju beftimmen. 

Rlappt beibe ©eraben um bie §otijontaIfpur il^rer 66ene in bie H.E. 

©inb bie ©eraben roinbfc^ief, fo bringe man fte juDor burc^ ^Paratteber- 
fd^iebung jum Schnitt. 

S)ie Umflappung bcS gemeinfamen ©c^nittpunltä beiber ©eraben mit bcren 
^orijontalfpuren uerbunben, giebt bie umgeflappten ©eraben, bie ben gefud^ten 
SBinfel etnfd^IieBen. 

tOO. 9. Seifptel: S)en Äeilroinfel jroeter Qhzmn in realerer ©röfee 
ju jeid^nen. 

©rfteä SBerfal^ren auf ©runb ber Segtiperfiätung biefeä SBinfelä. 

(Sinfad^fteä SSerfal^ren: 2)ie von einem beliebigen 5ßun!t auf beibe Ebenen 
gefällten 2ote fc^Itefeen ben gefud^ten Äeil^ bejro. SRebenfeitoinfel ein, ber nac^ 
bem SSerfal^ren 99) burd^ Umflappung gefunben wirb. 

101. 10. Seifpiel: S)en SReigungSroinW einer ©eroben gegen eine 
ß'bcne ju beftimmen. 

35öS TDon einem beliebigen ^unft ber ©eraben auf bie ßbene gefällte Sot 
fd^Iie^t mit ber geg. ©eraben einen 3Bin!eI ein, ber ben gefud^ten ju 90® ergänj^t 
unb nad^ 99) gefunben mirb. 

102. 11. Seifpiel: 2)ie näd)ftgelegenen fünfte jroeier minbfd^iefer 
©eraben ju beftimmen. 

ßbene JS burd^ g parallel h. Sot P Q von einem beliebigen ^unft ber 
li auf JS. 5ßarallelt)erfd^iebung von PQ längä h bis jum ©d^nitt mit g. 

103. 12. Seifpiel: ©egeben ein gerabeS ober fenfred^teS, regelmäßiges, 
fed^SfeitigeS ^Prisma, ©runb^ unb Slufriß beS 5ßriSmaS ju jeid^nen, wenn baS; 
felbe mit einer ©runbfante AB auf ber H.E. fo aufrul^t, bafe feine Seiten- 
lauten eine burd^ bie 5ReigungSn)infeI e^ <; 90 unb /? < 90 gegen bie ©runb; 
ebenen gegebene SHid^tung k l^aben. 

S)ie t)orgefd^riebene SRid^tung k ber BtiUntanttn benfen mir unS cnt-- 
ftanben auS einer, ju ben ©runbebenen parallelen be;\n). fenfred^ten Slid^tung 
kl mittels j^roeier 33rel^ungen. ©ei ki_LH.E. alfo || V.E., fo breite man 

a) bie ©erabe k, , mäl^renb fie ber V.E. parallel bleibt , in eine Sage 
hl mit Steigung a gegen bie H.E., jeber ^Punft bewegt fxd) l^ierbei || V.E. ; 

b) bie ©erabe k2, mäl^rcnb fie bie 5Reigung cc gegen bie H.E. bcibel^ätt, 
in bie Sage k mit 5Reigung /9 gegen bie V.E., l^ierbei bemegt ftd^ 
jeber il^rer fünfte || H.E. 
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2)ic}elbe Scrocgung erteilen mx bem ganjen, mit feiner ©runbfläci^e auf 
l)er H.E. rul^enben ^riSma. 3)amit bei 2)rel^ung a) jeber 5ßunft einen SBeg 
II V.E. befd^reibt, ift bie 95rel^aci^feXV.E. ju roäl^len. 9lel^men wir bie in ber 
H.E. Derbleibenbe ©runbf ante jur Sld^fe, jeid^nen alfo ABj_3tife, fo finb bie 
^orijontalprojeftionen ber bei ber S)rel^ung unb ^araffetoerfd^iebung a) befd^riebenen 
3Bege — bie ^ßaraffetoerfd^iebung erfolgt nur ber Ueberfid^tlid^feit ber S^gur 
wegen — bie ^araffelgeroben jum SRi^ burc^ bte bejüglid^en 5ßunfte. 2)iefelben 
fd^neiben bie t)on ben entfpred^enben fünften beS nunmel^r unter cc geneigten 



5ig. 79. 




unb II V.E. t)erfd^obenen 3lufriffeä III ^ n auf ben 3li^ gefällten Sote in 
Ißunften beä neuen ©runbriffeä IV beä ^PriSmaS. S)urd^ bie l^orijontale 2)rel^ung 
b) erl^ält ber ©runbri^ V ^ IV feine unter /9 gegen V.E. geneigte Sage. 3)ie 
vom Orunbri^ V gefällten ^rojeltionälote treffen bie ^Parallelen jum SRi^ burd^ 
bie entfpred^enben fünfte von HL, welche bie SBertifalprojeftionen ber von biefen 
Ißunften bei ©rel^ung b) befc^riebenen l^orijontalen SBege barftellen, in fünften 
beS aiufriffeS VI. 2)ie gefud^ten ^ßrojeltionen fmb ®runbri^ V unb Slufri^ VI. 
<3fi9. 79.) 



104. aufgaben jum HI. Slbfd^nitt. 

Su bereifen beju). ju bered^nen: 

1. ©d^neibet man auf jroei roinbfd^iefen ©eraben, oon ben ^u^punlten 
i^rer fürjeften Entfernung au^, vkx gleid^e Stretfen ah, fo ^at bie 
SBerbinbungäftredfe jroeier ßnbpunfte biefelbe Sänge unb bilbet mit ben 
beiben SBinbfd^iefen biefelben SBinfel mie bie ^erbinbungäftrerfe ber 
beiben anberen. 
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2. 2lIIc fünfte, rocld^e bie paxaMtn ©trcrfcn giDifd^cn jroci beliebigen fid^ 
fd^neibenben ßbenen im gleid^en SSerl^ältniä teilen, liegen in einer @6cne 
burd^ bie ©d^nittgerabe etfteret. 

3. 3)ie 5ßrojeftionen paraffeler ©ttedfen auf eine @bene finb parallel unb 
ben ©tredfen proportional. 

4. ©tel^t eine ®erabe fenlred^t auf einer ®6ene, fo ift i^re ^rojeftion auf 
eine beliebige @itnt fenfred^t jur ©d^nittgeraben beiber ßbenen. 

5. 3ft bie ^atbierungSgerabe eines SBinfelS ju einer (Shtm parallel, fa 
l^albiert il)re ^rojeftion aud^ bie ^ßrojeltion beä SBinfelS auf biefe 

6. 3)ie ©umme ber 2ote oon ben ©dfen eines ©reiedfö auf eine beliebige 
ßbene ift breimal fo gro^ alä baä 2ot oom ©d^roerpunft ! ©rroeiterung 
für bag ü'Md. 

7. SQäerben oon einem beliebigen $unft P lauter gleid^e ©tredfen nad^ einer 
beliebigen dbtm gebogen, fo bilben biefe fämtlid^ mit ber Qb^m glcid)e 
SBinfel unb il^re ®nbpunfte liegen auf einem Äreiä, beffen SKittelpunft 
ber gu^punft beä oon P auf bie Gbtnt gefällten SoteS ift. 

8. 3icbe burd^ bie 3Ritte beS lürjeften Slbftanbä jnjeier SIBinbfd^iefen groifd^en 
fie gelegte ©tredfe wirb in biefem 5Pun!t l^albiert. 

9. 3ift eine t>on einem ^unft nad^ einer (Sbzm gezogene ©tredfe boppelt 
fo lang als baS xjom '^nntt auf bie ßbene gefällte Sot, fo beträgt il^r 
3teigungSn)infel ben britten 2^eil eines SRed^ten. 

10. Sebe ^Parallele, bie man jur ©d^nittgeraben jmeier beliebiger, burd^ 
jmei minbfd^iefe ©eraben gelegten ©benen in ber roinfel^albierenbcn 
Gbene le^terer jiel^t, l^at oon ben jroei minbfd^iefen ©eraben glcid^e 
fürjefte Entfernungen. 

11. 33er ©d^roerpunft eines SBielerfS bejro. eines xjon einer beliebigen Sinie 
begrenzten ebenen gläd^enftüdfs projijiert ftd^ als ©d^merpunft ber 
^ßrojeftion. 

12. S)ie ©umme ber Ouabrate ber oier 33iagonalen eines ^ßaraHelflad^S ift 
gleid; ber ©umme ber iDuabrate ber jroölf Äanten. 

13. SBeld^er ©a^ gilt i^mifd^en einer ©tredfe unb il^ren ^ßrojeftionen auf 
brei ju einanber fenfred^te ßbenen bejm. beren ©d^nittgeraben? 

14. ©eg. bie Entfernungen a unb b jmeier ^Punfte oon einer Ebene unb 
ber Slbftanb c ber ^u^punfte i^rer Sote. ©efud^t bie Entfernung ber 
^Punfte unb ber 5ReigungSn)infel i^rer SSerbinbungSftredfe gegen bie 
Ebene. 

15. Sluf ber Ebene eines red^troinfligen 3)reiedfS fei im ©d^eitel beS redeten 
SBinfelS eine ©enfred^te c errid^tet, beren oberer Enbpunft oon ben 
Enbpunften ber ^ppotenufe bie Entfernungen a unb b l^at. ©efud^t 
bie Sänge ber ^ppotenufe? 

16. Sered^ne bie gläd^e ber ^ßrojeftion eines gleid^feitigen 2)reiedfS oon ber 
©eite a auf eine ju einer ©eite beS 2)reiedfS parallele unb gegen bie 
Ebene beSfelben unter 30 <* geneigte Silbebene. 
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17. ®eg. bie ©eiten a, b, c cineS beliebigen 2)reiecf8 unb ein 5ßunft im 
SRaum fo, ba^ je jroei ber SSerbinbungSftrerfen beS 5Punft3 unb ber 
2)reiecf§ecfen ju einanber fenfred^t [teilen. SSered^ne bie ^läd^en ber 
feitlid)en 2)teiecfe. 

18. 3)ie SBerbinbungSgerabe ber ©c^eitel jroeier redeten 3B3in!eI, beren 
©c^cnfel paarroeife nad^ berfelben SHid^tung parallel laufen, ftel^e fenf^ 
red^t ju ben QUntn ber SQäinfel unb fei c = 20 cm. 2luf bem einen 
©d^enfel beS einen SBinfete fei r>om ©d^eitel auä eine ©tredfe a = 48 cm, 
auf bem il^m nid^t parallelen beS anberen eine fold^e gfeid^ b = 165 cm 
abgetragen. SBie lang ift bie biefe ©nbpunfte uerbinbenbe ©tredfe? 

19. 3« meld^em SSerl^ältniä ftel^t eine gläd^e ju il^rer ^araffelprojeftion, 
xütnn bie 5Proie!tionäftral^Ien mit erfterer ben SBinfel gr, mit festerer 
ben SEBinfel yj bilben? 

^olgenbe aufgaben finb junäd^ft in ^ParadelperfpeftiDe, bann wo- 
möglid^ naä) bem SBcrfal^ren ber barftellenben ©eometric ju seidenen: 

20. 6ine Sbene ju jeid^nen, bie von mtx beliebigen 5ßunften im 9laum 
gleiche Entfernungen l^at. Slnjai^I ber Söfungen? 

21. 3in einer Ebene finb bie ^u^punfte ber brei Sote geg., bie von ben 
®dfpunften eineä beliebigen ©reietfs auf fie gefäfft finb; au^erbem fennt 
man bie Sängen biefer Sote. 35aä 2)reiedf in majorer ®rö^e ju jeid^nen. 
2tlä Ebene ber gu^punfte mäl^Ie man am einfad^ften bie H.E. 

22. denjenigen $unft ju beftimmen, ber oon fämtlid^en Edfen jroeier unter 
<$ cc gegeneinanber geneigter, fongru^nter regelmäßiger n-Erfe, bie eine 
©eite gemein l^aben, gleid^ weit entfernt ift. Seifpiet n = 6, « = 120 ^ 

23. ©efud^t ber Crt aller fünfte einer Ebene, bie oon einem geg. 5Punft 
außerl^alb eine geg. Entfernung s l^aben. 3Rög(id^feiten? 

24. 3n einer geg. Ebene biejenigen fünfte ju beftimmen, bie t)on groei 
beliebigen fünften (Ebenen) gleid^e Entfernungen l^aben. 

25. 2)en ^unft ju beftimmen, ber oon ben okx ©eiten eineg minbfd^iefen 
SßieredfS glei^ roeit entfernt ift. 

26. Einen $Punft ju beftimmen, ber oon brei geg. Ebenen geg. Ent^ 
femungen l^at. 

27. Einen ^Punft ju finben, beffen Entfernungen t)on t)ier geg. Ebenen fid^ 
mie m : n : p : q Derl^alten. 

28. Eine (Serabe ju finben, bie jroei ©egenfeiten eineö roinbfc^iefen SSieredfä 
im felben SSerl^ältniä fd^neibet unb auf einer berfelben fenfred)t fte^t. 

29. Stuf einer geg. ©eraben einen $unft ju beftimmen, für meldten bie 
©umme ber Entfernungen oon jroei beliebigen geg. ^Punften beä SRaumeä 
einen fleinften SBert l^at. (Sringe bie beiben burd^ ®erabe unb je 
einen ber geg. ^Punfte beftimmten Ebenen burd^ 2)rel&ung um bie ©e« 
rabe jur 35edfung.) 

30. ^n einer geg. Ebene einen fold^en $unft ju finben. 

31. Crt aller 5Punfte einer Ebene, beren SSerbinbungägeraben mit groei 
feften 5ßunften beä StaumeS gleid^e 3?eigung gegen bie Ebene l^aben? 
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32. 3n einer geg. @bene einen 5ßunlt ju finben, beffen SBerbinbungägeraben 
mit brei beliebigen $unlten bed Staumed gegen bie (^btnt gleich ge- 
neigt jtnb. 

38. 93on einem in einer @bene (iegenben $unlt nad) einer jmeiten ^u 
biefer fenfred^ten @bene eine ©erabe ju jiel^en, bie mit beiben (Sbenen 
gleiche 3Binfe( bi(bet. SRöglic^Ieiten? 

84. @ine ©erabe )u finben, bie einer geg. ©eraben paraQel ift unb oon 
^wtx anberen geg. ©eraben gleid^e türjefte Entfernungen l^at. 

35. ^n einer geg. @bene eine ©erabe ju jiel^en, bie t)on jmei beliebigen 
geg. fünften beS dtanm^^ geg. 3lbftänbe l^at. 3Rbg(ici^feiten? 

36. ^urd^ einen geg. $unlt eine Qbtnt ^u legen^ bie parallel einer geg. 
©eraben ift unb t)on il^r einen geg. 9(bftanb l^at. 

37. ^uxä) einen geg. $unft eine ©erabe ju jiel^en, bie t)on jroei geg. ©e- 
raben geg. türjefte Entfernungen l^at. 

38. 2)urci^ eine geg. ©erabe eine Ebene ju legen, bie mit einer anberen 
geg. ©eraben einen geg. 3BinIel bilbet. (bringe bie geg. ©eraben ium 
©d^nitt.) 

39. 2)urc^ einen geg. $un!t eine ©erabe ju giel^en, bie gegen eine geg. 
Qbtnt eine geg. 9leigung l^at unb einer jroeiten geg. (^bzm parallel ift. 

40. 3w)ifci^en eine geg. ©erabe unb eine geg. Qbtnt eine ©trerfe von geg. 
Sänge fo ju legen, ba^ fte einer geg. Qbznt paraffel ift unb mit bcr 
geg. ©eraben einen geg. äBinlel bilbet. 

41. ©eg. jroei 5ßunfte unb eine ©erabe. 3luf ber ©eraben einen brittcn 
5Punft JU finben, fo ba^ baä burd^ bie brei 5ßunfte beftimmte 3)reicc! 
einen geg. t^Icid^enini^alt l^at. 

42. ^n wahrer ©röfee bie ^rojeftion eineä DuabratS t)on ber ©eite a ju 
jeid^nen, n)enn bie Ebene beäfelben mit ber ^rojeltiondebene einen geg. 
SBinfel a bilbet, eine Erfe beä Duabratä in ber ©c^nittgeraben beibcr 
Ebenen liegt unb eine ©eite beä Duobrats gegen biefe ©d^nittgerabe 
unter < /9 geneigt ift. 

43. 3w)ifd^en jroei geg. roinbfd^iefe ©eraben eine ©tredfe von geg. Sänge fo 
JU legen, ba^ il^re ^rojeltion auf eine geg. Ebene eine geg. Sänge l^at. 
(3eid^ne juerft bie jroifd^en ben ^araHelebenen ber SBinbfd^iefen parallel 
t)erfc^obene ©tredfe burc^ ben ©purpunft ber einen SBinbfd^iefen mit 
ber geg. Ebene.) 

44. Ein jQuobrat oon ber ©eite a mit jroei ©egenedfen fo auf jmei geg. 
SBinbfd^iefe aufrul^enb ju legen, ba^ eä fi^ auf eine geg. Ebene als 
SR^ombuä t)on geg. ^läc^e projiziert. 

45. ©runb unb 2lufrife eineä SBürfelä oon ber Äante a ju jeid^nen, ber 
mit einer ©eitenfläd^e {^antt, Erfe) auf ber H.E. aufruft. 

46. 3)eSgleid(ien ein 2^etraeber, b. 1^. eine breifeitige ^pramibe mit lauter 
gteid^en Tanten. 

47. 33urd^ eine geg. ©erabe eine Ebene ju legen, bie mit jroei anberen 
geg. ©eraben gleid^e SBinfel bilbet. 
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48. 3" einer t)on jroei geg. SQäinbfd^iefen einen 5Punft X ju finben, ber 
von ber anberen einen geg. Slbftanb l^at. 

49. SBeld^e Qhtntn burd^ einen geg. 5ßunft bilben mit jroei bejro. brei geg. 
ßbenen gleiche SBinfel. 

50. 3w)ifci^en groei geg. ßbenen eine ©trerfe t)on geg. Sänge fo burd^ einen 
geg. 5ßunft bcä SlaumeS ju jiel^en, ba^ fte in biefem ^unft l^albiert 
btlvD. in einem beftimmten 35er^ältniS geteilt mirb. SKöglid^feiten? 

51. ^uxd) eine geg. ®erabe eine @bene ju legen, bie mit jmei geg. Qhtntn 
gleid^e SBinlel bilbet. 

52. 2)urcl^ einen geg. 5ßunft eine Qhtm ju legen, bie mit brei geg. Sbenen 
gleid^e SOiinfel bi(bet. 



IV. aßfc$nift. 



${ti(eUitiig. 

105. Si^rer äußeren ©eftalt m6) ftnb bie ftarren, anorganifd^en ^latur^ 
lörper, bie SKineralien, entroeber amorph (geftaltloS) , b. f), fte befi^en feine be- 
ftimmte gefe^mä^ige ©eftalt, ober fte ftnb aHfeitig von ßbenen umgrenjt, bie 
nad^ einer urfprünglid^en (nid^t fünftlic^ erzeugten), für bie d^emifd^e B^fammen^ 
fe^ung be§ ÜKinerate mefentlid^en ©efe^mä^igfeit angeorbnet finb: fte finb Ixj^- 
ftaKifiert. 

106. Um bie ©eftalt eines ÄrpftallS ju befd^reiben, b. f). um bie gegen-- 
feitige Sage fetner ßbenen mbglic^ft einfad^ matl^ematifd^ auSjubrüdfen, benft man 
ftd^, ba jebe ßbene burd^ brei ^Punfte beftimmt ift, burd^ einen 5ßunft im 3f*iwern 
beä KrpftaHs brei ibeale ©eraben gelegt, bie fogen. 2ld^fen. S)urd^ bie 3ln= 
gäbe ber brei ^Parameter, b. i). ber vom 3KitteIpunft (©d^nittpunft) be§ 3ld^fen« 
freugeä auägemeffenen ©tretfen, bie von jeber Sbene beS ÄrpftaHS auf ben 3ld^fen 
abgcfd^nitten werben, ift bie Sage jeber biefer Qhzmn einbeutig beftimmt, t)gl. 82). 
S)ie 3[d;fen lönnen fo gemäl^lt werben, ba^ bie (Sbmtn beS Ärpftattg fid) fpm-- 
metrifc^ um fie l^erum anorbnen. ßine gemifje Slnjal^I ÄrpftaHe beft^t fogar 
vkx berartige 3ld^fen. 
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107. 3)te 35ctglcid^ung mcl^rcrcr Ärpftatte eincö unb bcäfelbcn SKincrafö 
jetgt, ba^ nur in bcn Äantcnroinfeln Ueberctnftimmung ftattfinbct, bafe fomit 
einer unb bcrfelBen d^emifd^en 3Scr6inbung, xt>znn pe frpftadijtert, unoeränberlic^e 
Äantenroinfet jugel^ören; bal)er 

1. 0efe|: ^tiz Ärpftattfläd^c fann parattel uerfc^oben gebadet werben, 
o^ne ber 2lrt ber ÄrpftaUform Eintrag ^n t^un. (©efe| ber 3Binfel!onftan|^ 
ober ber ungleidt^en 3^"*^Ql^iftcinj\.) 

daraus folgt, ba^ i;ur SagenSeftimmung einer ^rpftaKfläc^e bie 9(nga6e 
beS Sßerl^ältniffeä il^rer Parameter DoIIauf genügt. 

SJiejenige Qbtnt, roeld^e bie brei Sld^fen nad^ ben brei ßini^eiten a, b, c 
fd^neibet, f)at baS „ßeid^en" ober ben 3ld^fenauäbrutf a : b : c. 

Srgenb eine anbere Srpftallfläd^e l)at bann baä 3^i^«" 

^va:/ib:i/c = a:mb:nc, 

xüznn -y- = m unb -r = n gefegt wirb. 

2)ie genaueften Seftimmungen ber 5Parametert)erl^ä(tniffe fämtlid^er bz- 
fannten ÄrpftaHe ergeben baä 

2. @efe|: SlHe ÄrtiftaKfläd^en fd^neiben bie 3td^fen nai) meift einfad^en 
unb ftcts rationalen SSerl^ältniffen, 

b. \). m unb n finb entroeber ganje 3^^^'^^^ ^^ affgemeinen jroifd^en ben 
©renjen 1 biä 6 ober bie auS ifinen gebilbeten Srüd^e wie etwa -^, -^, -p, 

~S~' H ' 4 "• ^' ^'' ^^^^^^^ bagegen SBur^elgrö^en, fo ba^, mit SluSna^me bc§ 
®ed(|äerfä, vom günferf einfd^Iie^lid^ an, fämtüd^e regelmäßigen 3Sieledfe t)on ber 
Umgreni^ung ber Ärpftaffe auägefd^lojfen finb. 

108. 9lad^ ben 5Parameten)erl^äItniffen bejeid^net man bie Är^ftafffläd^en alö 

1. ^ßpramibenfläc^en : fte fd^neiben äffe brei 3ld(ifen, ba^er i§r 3^^«^^ 

a : n b : m c 

2. ^riömenfläd^en : fie ftnb einer Sld^fe paraffel, etroa || a'2ld^fe, bälget 

baö 3ci^ßn 

00 m 

00 a : nb : m c = — a : b : — c = c» a : b : m' c 

n n 

00 n 

= — a : — b:c = ooa:n'b: c 
m m 

3. @nbf(äd(ien: fie finb groci 3ld(ifen paraffel, etroa || b'-3ld^fe unb || c=3ld^fe, 
ba^er baä S^id)tn 

a:oob:ooc = oa:b:c, ba — — = unb — — = 1 
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109. Sld^fen, bic gcgcneinanbcr glcid^ öencigt finb unb oon fämtlid^cn 
^xr)^taü^ä6)zn nad^ bcmfclbcn 5ßaramctcrt)crl^ältniä gcfd^nittcn rocrbcn, l^ei^en 
glcid^roertig. 

3la(i) Slnj^al^I, ©tcttung unb SBertigfeit bcr 3ld^fcn laffen ftd^ fämtlid^c bc- 
fanntcn Ärpftaffc in fofgcnbe fiebcn ©pftemc cinrcil^cn: 

A. 2)rciad^ftge Ärpftatte. 

a) 2)rci ftd^ gcgcnfeitig i^alBiercnbc, ju einanbcr fenfrcc^tc Steffen a _L b ± c. 
2ööl)Ie ßbcne (ab) l^orijontal, bic c-Slci^fe ücrtifal. gig. 80. 

a) alle Steffen glcid^roertig : 

a = b = c ... Slcgulärcg Softem. 
/9) 3w>ci 3ld^fcn gfcid^rocrtig : 

a = b ... Cuabratifd^cS ©^ftem. 
;') alle Sld^fen ungleid^roertig : 

. . . Stl^ombifd^eg ©^ftcm. 

b) 2)rei ftc^ gegenfeitig l^albterenbe SCd^fcn, bat)on jiDei ju einanber fenf-^ 
red^t, bie britte bagegen nur nod^ ju einer bet erfteren fenfrec^t, jur 
anberen fd^ief, alfo bj_c unb b±a, nid^t mel^r cj_a: 

3RonofHneg Softem. 

c) S)rei ftd^ gegenfeitig l^albierenbe 3ld)fen, bauon jroei ju einanber fenfs 
rec^t, tixoa b ± c, bie britte gegen beibe geneigt : 

S)iflineä ©^ftem. 

d) 2)ret fid^ gegenfeitig l^albierenbe Sld^fen, fämtlid^ fd^ief ju einanber: 

2:riflineä Softem. 

B. aSicrac^ftgc Är^ftatte. 

S)rei gleichwertige Sld^fen in einer ßbene (J^orijontal) , ftd^ gegenfeitig 
l^atbierenb, unter 60^, bie vierte ungleid^roertige im Sd^nittpunft erfterer 
auf beren (^btm fenfred^t (^ig. 101): 

^ejagonaleä Softem. 

110. ^ür bag SBerftänbniä ber ÄrpftaHformen ift eä ratfam, fid^ le^tere 
fclbft aus bünnent ^Pappbecfel anzufertigen, ^ierju ift bie 3^^^wng beä 5We|eö 
erforberlid^, wie bieS im folgenben bei einigen Är^ftaÜen angebeutet ift. Unter 
bem 3fle| cerftel^t man bie, in fortlaufenbem 3ug in eine Gbene ausgebreitete 
Dberfläd^e eineö Är^ftaHä, bie man ftd^ nad) möglid^ft menig Tanten aufgefd^nitten 
3u ben!en l^at. 
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111. S^i^ttwwß iw 5ßaraIIelpcrfpefti»c mit Steigung 60® unb SScrlür^utig 
1 
auf -Q- : 9118 Sci^wwngScbenc roäl^Ie man am günftigftcn bic ßbene bcr 3?crtifal; 

ad^f e Z unb bcr Ducrad^f e Y ; neid/nc alfo C J_ B unb C = z = a unb 
OB = y = a, bann crfd;cint bic gleichgroße, mcil gleid^roertigc, brittc Sld^fe, bie 
Sängäac^fc x = A, bie in SBirflid^feit ju ben beiben erften fenfrcd;t fte^t, gegen 

bie Duerad^fc unter <AOB' = 60° geneigt unb auf -g- a »erfürjt. 5^9- ^ö- 

Duenftebt') fennjeid^net bie Oleid^roertigfeit ber STd^fen mit ben SBorten: 

„2Ba8 ber einen Sld^fe red^t ift, ift ber anberen billig." 2)a fonad^ jebe ber brei 

äCd^fen mit gleid^em 9ted^t a(d X-. ober Y^ ober Z$9(d^fe betrad^tet werben lann, 

fo erfe^t bad S^id^en a : na : ma in aKgemeinfter 933eife bie fed^d gleid^mertigen 

^läd^en 

xinyimz nxiyrmz nx : my : z 

X : my : nz inx:y:iiz mx : ny : z 

eineö jeben ber ad^t Cftanten, in roeld^e ber Slaum burd^ bie Gbenen ber brei 
2ld^fen geteilt wirb. 

a : na : ma ift fomit baS B^id^en für fämtUd^e ^rpftaKflöd^en , b. 1^. baS 
3eid[)en beS ÄrpftattS felbft. 



9ie fle0ett regtil&rett ^xtfflalte. 

112. (Siebt man ben Parametern n unb m alle möglid^en 2Berte, fo er- 
hält man folgenbe regulären Är^ftaltformen : 

Sig- 80. gg fei m = n unb ^roar 

1. m = n = 1 giebt a : a : a 

baä DItaeber 0, in jebemDftan- 
ten nur eine @bene, bal^er umgrengt 
»on 8 gläd^en, bie ju je 4 in einer 
6de jufammenftoßen ; befi^t ba^cr 
6 t)ierfläd^ige , gleid^Iantige @tfen 
mit im ganzen 12 gleid^en Tanten 
— unter Kanten finb jebod^ feine 
Strerfen, fonbern bie Äantenroinfcl 
JU »erftel^en — unb l^at fomit bic 
©eftalt einer oon jmei regelmäßigen 
üicrfeitigen fenfred^tcn ^ß^ramibcn 

mit gemeinfd^aftlid^er (Srunbfläd^e gebilbetcn 2)oppeIp9ramibe. Sllaun, 

35iamant, SJlagneteifcncrä. gig. 80. 




+y 



*) Duenftebt, $rof. ber aWineralogie unb Geologie in XüMngen 1837—1889. 
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2. m 

ober 



= ii< 1, etwa 2 



gicbt a:-rt^a: -^a = 2a:a: a 



a : a : 2 a 



%xiat\^'' ober ^Ppramtbenoftaeber 20, ba ber Ärpftatt ben ©inbrucf 
eines Cftaeberä mad^t, auf bcffen %lä6)tn, von ben Kanten auS, breis 
feitige ^P^ramiben aufgefegt ftnb. ®ä beft^t 8 breifläc^ige gletd^Iantige 
ßrfen in ben 3Jlitten ber DItanten, fogen. 933ürf eledfen , unb 6 a6)U 
flächige ©dfen mit abroed^felnb gleid^en Äanten, bie fogen. Dltaeber? 
ecfen an ben ßnben ber Sld^fen. ©inb fämtlicl[)e gläd^en gleid^ grofe 




OA'JM'iOS 




entroirfelt ober, wie man fagt, „im ®leic^gen)icl[)t", fo befte^t bie Um^ 
grengung auö 8 . 3 fongruenten ftumpfroinflig gleicl[)fcl[)enlligen 2)reiecfen. 
3)iamant, glufefpat, SIeiglanj. gig. 81. SKittcIS UmHappung ber 
ebene (COD) um OD in (AOB) erhält man bie ^öl^e GE bcjm. 
ben Sc^enlel CE beg 9te$breierfö. gig. 81a. 

2lIIe anberen eckten 33rücl[)e für m = n liefern ebenfaKö ^^ramiben-- 

1 2 

oftaeber, nur mit anberen Äanten, g. S5. geben — imb -^ bie ^ßpra^ 

mibenoltaeber 

3 



8 



a : a : 4a unb a : a 



a 



3. m = n = giebt a:oa:oa = ooa:a:a 

ober 

a ; a : ooa 

SRl^ombenbobelaebcr ober ©ranatoeber ooO, mit 8 breifläcl[)igen 
SBürfel'- unb 6 oierfläd^igen Dftaeberedfen mit im ganjen 24 gleid^cn 
Äanten. Seftel^t ©leid^gemid^t, fo bilben 12 fongruente Sl^omben bie 
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Umgrenzung. (Granat; 93(enbe. $tg. 82. ^tg. 82 a j^etgt bte UmKappung 
bcr ©bcncJCOD). 2)ic 3)iagonalcn bcr SR^ombcnfcitcnPäd^cn ftnb 
AB = l/2". a unb 2EG=:a. 



Sig. 82. 
c 



B, 




t 


f 
1 #' 




V /v 


k 


'\^^""^^ 




1 M ^ 




J> 


x* 


r » 


% 


/^ 



Sig. 82 a. 




4. m = n >> 1, ctroa 2, gicbt a : 2a : 2a 

3llofttctracbcr202, mit 8 brcipäd^igen glcid^fantigcn 2Bürfclc(fcn in 
ben 3Kittcn bcr Oftantcn, 6 Dierf(äcl[)igcn glcid^fantigcn Dftacbcrecfcn an 
bcn 6nbcn bcr Sld^fcn unb 12 »ierfläd^igcn fogcn. '^mSi^tmitxi, jebe mit 




QA'AM^OB 



gig. 83 a. 





/ 




h 


1 

Za\ 





\ 


eL 




/' 


A 


a^ 




V 


/ 



abroec^fclnb gletcl[)en Äanten, an bcn ßnben bcr 3tt)iW^"ÄC^^tt/ i>- %- ^c^- 
jenigcn ©craben, meldte bie Sßinfct bcr ^auptad^fen halbieren; bei 
©lcicl[)gen)ic^t umgrenjt t)on 24 longruenten 2)eitoibcn, baS ftnb SSier- 
ecfc, meldte eine diagonale jur S^mmetriead^fc l^aben. Slnalctm, Oranot. 
gig. 83. Umflappung bcr ebene (C D) ; baä 5Kc^beltoib beftimmt 
burd^ AD, DE, CE. gig. 83a. pr 
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m 



U , 3 u. f. f. 



5. 



entftel^cn 3i^ofttctracber mit anbeten Äanten. 



m 



n = oo 



giebt 



a : ooa : ooa 



gifi. 84. 



"77 



A 



/ 



iL 



V 



T 






Tb 



SBürf el ober ^ejaeberooOoo, mitS brcifläc^tgen red^troinfligen 6dfen 

mit im ganjen 12 gleid^ien Tanten; bei (Sleic^öemid^t umgrenjt t)on 6 fon-- 

gruenten Quabraten, anbercnfalfä »on brei paaren 

paralleler longruenter SRed^tecfe. 2Baä ftereomes 

trifd^ als Ouaber bejeicl[)net mirb, ift fr^ftaHo^ 

grapl^iW einSBürfel, »gl. 107), @efe$ 1. J^ig. 84. 

Steinfalj, Sifenfieä, ^lufefpat, SIciglanj. 

6ö fei m nirfit gleich n unb jroar 

m irgenb ein enblirfier 2Bert unb n = o, f o entfielet 

a:ina:oa = ooa: ooa : a 

b. ^. mieber ber SBürfel. 

6. m irgenb ein cnblid^er SBert unb n = oo giebt 

a : ma : ooa 

Xetrafiäl^ejaeber ober ^^ramibenmürfel ooOm, ba ber Är^ftall 
ben @inbrucf eineä SBürfelä mad^t, auf beffen ^läc^en, t)on ben Tanten 
aue, fenf redete oierfeitige ^^ramiben aufgefegt finb. 6 t^ierftäd^ige gleid)-- 







fantige Cttaebererfen an ben (Snben ber Sld^fen, 8 fed^äfläd^ige SBürfel-- 
edfen mit abmcc^fclnb gleichen Äanten. 33ei ©teid^gemid^t umgrenzt oon 
4 . 6 gleid[)fd^enfligen I)reiedfen. glufefpat. ^ig. 85. 



Soucrbed, ©tereometr ie . 
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7. m foiDO^I als n irgenb ein cnblid^cr SBcrt 

a : ma : na 

.^ejaftgoftaebcr ober Sld^tunbuier jigf läd^ncr mOn, mit 8 fed^ä^ 
fläd^igen SSSürfels, 6 ac^tfläd}igen Dltaebets unb 12 t)icrfläcl^igcn Swifd^en^ 




aä.'AM'iahi(ES 



ecfen, jebe biefer ®c!en mit abroed^felnb glcid^ien Äanten. S5ei ©Icid^gcroic^t 
umgrenjt t)on 8.6 longruenten ungleic^feitigen 3)reiedEen. 2)iamQnt. 
^ig. 86 für m = 2 unb n = 3 baS ^äupgfte ^ejafiäoltaeber 203. 

113. 3"i Dorl^ergel^enben rourben bie beiben ^äufigft gebraud^ten i^rpftalf- 
begeid^nungen, bie 933 eifefrfie unb 91 a um an nfd^e, tjermenbet ; erftcrc nad^ ^ota^ 
meteruer^ältniffen, bie befte, oon bem S5egrünber ber ÄrpftaHograp^ie SBeife, einem 
©d^üler beS 3leformatorä ber SJltneralogie unb ©d[)öpferS ber Oeognojte ©ottlob 
Slbral^am SBemer, ^rof. in greiberg i. ©., f 1^17, le^tere oon ^rof. SRaumann 
in Seipjig, auögegeid^net burd^ einfad^ere ©d^reibweife unb Ueberfid^tlid^feit. 

BufammenfteUung ber reg. Är^ftaUformen nai^ 5Raumann: 







mO' 



./ 







mum 



mOn 



oo 







ooOn- 



ooO 



oo 



114. älu^er in ben im oorl^erge^enben befprod[)enen Är^ftaUformen, ben 
fogen. SSoUfläd^nern ober ^oloebern, frpftaUifieren oiele reguläre SRineralien in 
formen, bie alä §albflärf|ner ober .^emieber bejeirfinet werben, ba bei il^nen 
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nur btc eine §älfte ber ^läd^en bcr ^oloeber auägebilbet ift, bie anbete bagegen 
übctTOad^fcn wirb, ^^xt Silbung erfolgt nad) brct Oefc^en: 

a) ^k%läd)tn abroed^felnbcr Dftantcn roac^fen: Oeneigt« ober fci^teff[äcl[)ige 
^emiebrie, axxi) tetraebrifd^e ^emiebrte genannt. 

b) 3lbn)eci^felnbe gtäc^en road^fen, wobei fid^ gleid^oerl^altenbe ^läd^en in 
9lebenoftanten aneinanber ftofeen: ^arattelfläd^ige §emiebrie. 

c) Slbroed^felnbe gläd^en roac^fen, wobei ftd^ nid^t gleich oer^altenbe ^läd^en 
in 9iebenoftanten aneinanber ftofeen : ©^roebrifd^e ^emiebrie. ^n biefer 
§emiebrie fr^ftalTifteren nur fel^r wenig 3KineraIien, g. 33. ©almiaf, 
ba^er mögen nur bie beiben erften ^emiebrien bel^anbelt werben. 

2)a mit gleid^em 3led^t jebe ber beiben ^läd^jenl^älften eineä SBofffläc^nerä 
als bie wad^fenbe betrad^tet werben fann, fo entfielen auö jjebem SSoHfläd^ncr gwei 
§albfläd^ner, bie jtd^ nur burd^ il^re gebrel^te ©tettung unterfd^eiben unb mit ±_ be^ 
jeid^net werben mögen. 

^eneigffUc^ige S^emiebtie. 

115. Diejenigen SSofffläd^ner, bie oon glärfien umgrenjt ftnb, welche jtd^ 
in groei unb mel^r 9iebenoftanten erftredfen •— erfenntlid^ am Parameter oo — 
geben, ba alsbann mit J)em einen Dftanten jugleid^ ber 9lebenoftant wäd^ft, 
^emieber, bie ftd^ »on bem ^oloeber nid^t unterfd^eiben. 2)ie§ ift ber %aU bei 
oo O, oo On, oo oo. gjlan erl^ält fomit nur »ier neue Äörper : 



1. 



(a : a : a) := 



baä Xetraeber, §albfläc^ner beS Dftaeberä, mit 4 breiflad^igen gleid^^ 
fantigen ©dfen unb 6 gleid^en Tanten, umgrenjt oon 4 gleid^feitigen 
2)reiedfen. ?5al^lerj. Sorajit. ^ig. 87. 

giß. 88. 

c 

e 



Sig. 87. 




AJ)'DB 



2. 



AEBia 
AJT KU 

l . ^ mO 

^ (a : a : m a) = — 5— 




baS 3)eltoibbobefaeber, §albfläd^ner beä ^(S^ramibenoftaeberö , mit 
8 breifläc^igen, gleirfifantigen, abwed^felnb gteid^en unb 6 oierfläd^igen 
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3. 



KrpftaUograp^ie. 
ungleid^fanttgen @c!en; Sei @leid^gen)tc^t umgrenzt von 12 3)eltoiben. 

1 , ^ luOm 

2 (a:nia : ma) = — s — , 

bad ^rigonbobefaeber ober ^^ramibentetraeber, ^albfläd^net 
bed ^{ofitetraeberd , 4 breiflöd^ig gleid^fantige unb 4 fed;df(äd;ig un- 
gleid^fantige @d(en. ä3ei @lei(i^gen)i(i^t umgrenzt t)on 12 gleid^fd^enlligen 
^reiedPen, fo ba^ auf ben ^läd^en eined XetraeberS fentred^te breifettige 
^^ratniben aufgefegt erfd^einen. ^a^lerj. ?^ig. 89. 





4. 



1 , mOn 

-^ (a : ma : na) = — ö" ' 

baö^ejafiötetraeber, .^olbfläd^ner beS ^ejafi^ofttteber, umgrenjt t)on 
24 ungleid^fettigen 5Dreierfen, 14 (breierlei) 6rfen unb 36 Tanten. 
^al^Ierg. ^oxa^xt. gig. 90. 



^axaltetftäil^i%e ^entiebrie. 



116. äßä^renb an ben geneigtfläd^igen ^albfläc^ncrn, wie ber 9iame fagt, 
feine parallelen ^läd^en auftreten, finb bie Körper ber parattelfläd^igcn ^emiebrie 
Don lauter parallelen gläd^enpaaren umgrenjt, roie bie S5ottfläd[)ner. ^icr lönnen 
notwenbig nur bei benjenigen SSoUfläd^nern §albfläd^ner entfielen, bie in jebem 
Dftanten 6 nid^t teilroeife gufammenfaUenbe %läd)tw befi|en — crfenntlid^) baran, 
ba^ bie Parameter m unb n üerfd^ieben finb — , benn betrad^tct man j. 8. bas 
^^ramibenoftaeber, fo ftellt jebeö ber 3 gleid^fd^enlligen 3)reiedfe eine« Cftanten 
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groci, in eine &btm gefallene ©reiecfäfläd^en Dor: man f)at nur t)on bcr SBürfel- 
ecfe bie 2^ranSt)erfa(e nad^ ber 3Jlitte ber Dftaeberlante ju gleiten. SBarfifen fomit 
bie abroed^felnben ^äfften ber 3 gleic^fd^enfligen 3)reiedEe, fo xt)äd)\t ber ^an^^ 
Cftant unb bamit au6) ber 9iebenoftant, ba road^fenbe ^läd^en in 9lebenoftanten 
aneinanber [to^en, b. f). alle Dftanten 'road^fen ober ber ^albfläc^ner unterfcl[)eibet 
fid^ nid^t t)on feinem SSottfläd^ner. 3Jfan erl^ält fomit nur j^roet mm Sörper: 



1. 



^ [a : ma : ooa] = 



[^] 



baö ^entagonbobelaeber ober ^^^ritoeber, ^alb^äd^ner beö ^^ra- 
mibenroürf elä , bei ©leid^geroid^t umgrenjt üon 12 f^mmetrifd^en , nid^t 
regelmäßigen ^ünfetfen. 3)ie ©pmmetrtegeraben fmb bie ©d^nittgeraben 
ber ^ünfedfsfläd^en mit ben §auptad^fenebenen. 3)urc^ il^re größte 



m- 91. 
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Sänge auägejeid^net finb bie in le^teren liegenben brei $aare ben 
Sld^fen paralleler Kanten, fogen. ©ipfetfanten , bie hux^ je jroei $aare 
einer unb berfelben Sld^fe paralleler ^ünferfäfläd^en erzeugt werben, 
eifenfieä. Äobaltglanj. gig. 91. 



2 



[a : m a : n a] 



[m 



bag 3)iploeber ober 2)paf iöbobelaeber, aud) gebrorfieneö 
^entagonbobefaeber — ba bie fpmmetrifc^en günfedfe beö ^entagon-^ 
bobefaeberö nad!^ il^rer Spmmetriegeraben geroiffermaffen gebrod^en er- 
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Sig. 92. 




fd^cincn — ift bcr t)on 24 3^rapejoiben umgrcnjtc ^albpäd^nct beg 
3lcl[)tunbt)ier8igPäci^ncrä. ^prtt. gig. 92. 

fiefarfoebrie. 

117. ©nblid^ fcnnt man nocl[) reguläre Ärpftatte, bei benen nur ber mcrte 
%M ber ^oloeberfläc^en auSgebilbet ift, j. 33. bei Sarpumnitrat. 2)icfe SBiertefe? 
ftäd^ner ober 3^etartoebcr werben erl^alten, inbem man bie 3SottfIäcl^ner groeien 
ber in 114) aufgefül^rten §emiebrien a, b, c unterwirft. 

118. Kombinationen. 

Sielfad^ finb bie Är^ftatte feine einJ^eitlid^en formen. 2)ie umgrenjenben 
^läd^en gel^ören bann mehreren ber oben befd^riebenen Är^ftattformen an: ber 
Är^ftaff ift eine Kombination. 2)ie an il^m oorl^errf d^enben , b. f). am ftärfften 
ausgeprägten ^läd^en bilben feine ©runbform (§abituä). ©ie mirb ben anbercn, 
weniger mäd^tig entroidfelten Ärpftattformen oorangefd^rieben. 3^ unterfud^en ift, 
wie le^tere an ber ©runbform auftreten: 

2)enft man fic^ fämttid^e regulären Ärpftattformen um ein unb baSfcIbe 
©pftem ber brei asSldi^fen l^erum angeorbnet, fo finb bie, innerl^alb ber ©runb« 
form (iegenben %lä(!!^tn ber anberen formen »om 3ld[)fen!reujmitte(pujtft weg, 
bie au^erl^alb liegenben in ber 3lid^tung auf jenen 9Jlitte(punft ju, fid^ felBft 
paraM, an ben 9lanb ber ©runbform gu oerfc^ieben , wo fie entroeber ßdfen 
ober Kanten abftumpfen bejw. gufd^ärfen. 

119. Seifpiele. 

ooOoo.O ©runbform ein 2BürfeI, beffen 8 ©dfen burd^ bie 8 Dftacberj 

.fläd^en gleid^mä^ig abgeftumpft werben. Statt ber SBürfelcdfen 
beobad^tet man gteid^feitige 3)reieÄe. glu^fpat. ^g. 93 a. 
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O . oo oo DItacber, bcR en 6 grfcn burd^ bic 6 aBürf eipäd^en gleid/mäfeiö 

abgcftumpft iDctbcn. Sin ©teile ber Dftacberecfcn erfd^einen 
Ouabrate bejit). Sled^tedfe. SIeiglanj. %x%. 93 b. 

©inb Dftaeber unb SSBürfel gleich ftarf entrotcfelt — „int 
©leid^gerotd^t" — fo entfielet 

ooOoo.O = 0.ooOoo bai ^au^fc^c Äubooftaebcr, umgrengt t)on 6 Quabraten 

unb 8 gleicl[)f eittgen ©reiecf en. @if enüeS. ^ig. 93 c. 



Stg. 93 c. 



gig. 93 a. 





Sig. 93 b. 



y^^ 



O .ooO 



ocO . 



Dftaeber, beffen 12 Äanten von ben 12 ^läc^en beS ©ranatoebers 
gleid^mäfeig abgeftumpft werben. 3)ie neuen ßcfen jeigt gig. 93 d. 

(Sranatoeber, beffen SEBürfeledfen oom Dftaeber gleid^mäfeig ab= 
geftumpft werben, fo ba^ gleid^feitige Dreiedfe baftir auftreten. 

ocOoo.ooO ffiürfel mit gleid;mä^ig abgeftumpften Tanten. S)ie neu ent^ 

fte^enben ßcfen jeigt gig. 93 e. 

oo oo . oo . SEBürf el mit gleichmäßig abgeftumpften Äanten unb gcf en. 

aSaS für aSieledfe treten an ©teile ber urfprünglic^en SBürfel^ 
ecfen? gig. 93 f. 

gig. 93 d. gig. 93 e. gig. 93 f. 



X 





ooOc» . mO SBürfel, beffen @cfen von ben Äanten an^ breifläd^ig jugefd^ärft 

werben, ^ig. 93 g. 

ooOoo. mOm SBürfel, beffen ßdfen von ben ^läd^en auä breifläd[)tg jugefd^ärft 

werben, ^ig. 93h. 

. mOm Dftaeber, beffen 6dEen von ben gläd^en auS oierfläd^ig jugefc^ärft 

werben. 

ooO.mOm (Sranatoeber, beffen Äanten von ben ^läd^en beä SfofitetraeberS 

gleichmäßig abgeftumpft werben. 

ooOcx) . ooOn 3BürfeI, beffen Äanten t)on ben %läd)tn auS jweifläd^iig jugefd^ärft 

werben, gig. 93 i. 
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20.80 



30.20 



+°. 




2 



^ 

— . cx)Ooo 



^^Jpramibcnoltacbcr, bcffcn Oftacbcrfantcn jrocifläd^ig jugcfd^ärft 
rocrbcn. 

^pramibcnoftacber, beffen Söürfclccfcn von bcn ^läci^cn auö brci: 
flöd^ig jugcfd^ärft werben, fo ba^ eine fteine breifettige ^^pramtbe 
ttufgefe^t erfd^eint. 

3^etraeber, beffen @cfen t)om jweiten 3^etraebcr gteid^mä^ig ab: 
geftumpft ftnb. 2ln ©teile ber 6cfen erfd^einen gleid^feittge SJrci- 
ecfe. ©inb beibe 3^etraeber im ©leid^geroic^t , fo entftel^t bae 
Dftaeber. %Cif)kxi. 

Xetraeber, beffen Äanten Dom SBürfet gleid^mä^ig abgeftumpft 
finb. ©fijjiere bie neuen (Scfen. 

giß. 93 g. 5i9.93i. 

gig. 93 h. ^^ ^ 






. ooOoo ^entagonbobefaeber, beffen 6 längere Äanten von ben SBürfc^ 
fläd^en gleichmäßig meggefd^nitten merben. ©fenfieä. 



I — ö — 1.0 = 0.1 — 2 — I ^cntagonbobefaeber unb Dfttteber im ©leid^ge^ 

n)icl[)t, umgrenzt von 12 gleid^fd^enfligen, ben ^entagonbobefaeber-- 
flächen angel^örigen, unb 8 gleid^feitigen, ben Dltaeberfläd^en an- 
gel^örigen 2)reiecfen. Äobaltglanj u. f. f. SSgt. baö 3fofaeber 
160) unb 178). 



Siua&rafif($ee Sxfftcm. 

120. ^arallelperfpeftiüe 3^i^ww^9 ^^^ 2lci^fenfreujeä. 
ig. 94: S)ie Sbcne ber graei gleichen asäld^fen fei bie H.E., bie m- 



gleicl[)n)ertige csSld^f e fei bie 35ertif aMIe C B, 

OBXOC, < AOB'=:60^ 0A = 



OB 



pie qnabxatxfil^m ^xtffialtfotmeu. 

121. 2)ie gläd^en be§ aUgemeinften Körpers gelten von 

a : na : mc = mPn 

nad^ 9iaumann, bei meld^er ©d^reibroeife fid^ ber Parameter nor P ftets auf 
bie c^Sld^fe, berjenige nad) P auf bie a^Sld^fen bejiel^t: eine ©oppelppramibc^ 



bie i^rer Symmetrie roegen tr^ftaHograpfjtfi^ fitrj 
o[ä ^^tamibe feejetc^net mirb, übet einem in ber 
H.E. liegenben f^mmetrifc^en, gletc^feitigen, aber 
nictjt Rgelmä|igen äli^tect, nieli^en enbli^en ^ert 
n -^ 1 avä) ^abtn möge, mit 8 gleichen ©tunb: 
unb 8 abmei^feCnb gteidfien llioltanten, ba^et au6) 
(4 -j- 4)=fantige ober bitetragonate ^^ramibe, 
fpi^er ober ftumpfer, jenac^bemm ^ 1. ^ig. 97. 
@ie6t man m unb n alle mi)gli<^en ^eite 
jniifi^en o unb oo, fo erhält man fämtlii^e ßr^ftnU: 
formen beä quabmtifc^en @t)fteniä. 




1. n = 



i 1 giebt . 



quabratifc^e ^^ramibe er(ter 9lrt, eine übetbemOuobtotÄBA'B" 
fte^enbe fpi^ere ober ftumpfere fentrec^te ^oppelp^riimibe , bei @leii$s 





geniit^t umgrenjt con 8 gleic^fc^enteligen tongruenten ^teiecten, 4 
gleiche ©runb^ unb 8 gleiche 5ßoItanten. gig. 94. 

2. n ^1, m := CO giebt a ; a : oo c — ooP 

()uabTatif(^e <Säule erfter %xt, eine nac^ ber cj^c^fc offene gotm. 
Sig. 95. 

3. n = 1 , m = o giebt a:a:oc = oP = coa:ooa;c 

bie geiabe (Snbfläi^e ober baS ^inafotb, ein ^ur H.E. para&eleä 
SWctienpoar bur^ bie ®nbpun!te bcr c-Mäj^i, 

n ^ 1 , m =^ o giebt a:na:oc = ooa: ooa : c 

roieber bie gerabe @nbf[ä(i^e. 

4. n ^ 1 , m ^ 1 giebt a:na:mc = iiiPn 
bitetragonale ^gramibe. ^ig. 97. 
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5. n ^ 1 , m = oo a : na : ooc = ooPn 

bitctragonttlc Säule, ad^tfeitig, offen in ber 3lid^tung ber c-Sld^fe. 

n = oo , m = , 
roieber bie gerabe ©nbfläd^e. 



a : ooa : oc = oP 



Sig. 95. 



{^ig. 95 a. 



/^ 




gig. 98. 



B' 



f 



iX. 





6. 



oo 



m ^ 1 



a:ooa:mc = mPoo 



quabrattfd^e ^pramibe || weiter älrt, gegen bie erfte quabratifc^e 
^^ramibe um 45® gebrel^t, fo ba^ bie 5ßoIfanten ber ^ß^ramibe erftcr 
2lrt in ben ^läd^en berjenigen jroeiter Slrt liegen, ^ig. 96. 



7. 



n = cx) 



m = oo 



a :ooa :ooc = ooPoo 



quabratifd^e Säule jroeiter 2lrt, gegen bie erfte quabratifd^e Säule 
um 45 <> gebrel^t, offen in ber SRic^tung ber c-Sld^fe. 

n = o , m = o , a:oa:oc=:oP 

giebt roieber bie gerabe ßnbfläd^e. 

n = o , m ^ 1 , a : oa : mc = ooa : a : ooc = ooPoo 

giebt roieber bie groeite quabratifd^e Säule. 

n = o , m = oo , a : oa : ooc = oa : oa : c 
gibt bie c^Sld^fe. 

35ag quabratifd^e Softem beftel^t fomit ebenfalls (i,\x^ fieben formen. 9lur brci 
berfelben finb gefd^loffen unb treten bal^er felbftänbig auf, bie brei Säulen bagegen 
unb bie gerabe ©nbfläd^e lönnen nur in Kombinationen Ärpftatte umgrenjen. 

3ufammenftellung Xi(x6) 91 au mann: 

oP 



mP 



mPn 



mP 



oo 



oo 



oo 



Pn 



oo-t oo 
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^emiebxie. 

122. 5ßon bcn ^alb^ä^mxn bcS quabratifd^cn ©^ftcmä feien nur biejenigen 
ber fpl^enoibifd^en ^emiebrie erroäl^nt, bie au§ ben SBofffläd^nern burd^ SBad^fcn 
ber gläd^en abroed^felnber Dftanten cntftel^en. 

1 mP 

1. -g- (a : a : mc) = — g""/ quabratifd^eS 2^etraeber, umgrenjt t)on 

t)iet gleid^fd^enfligcn feitlid^en 2)reiedfen (t)g[. ^ig. 87). 3Sier gleid^e 
fettltd^e Kanten unb jroei ben asäd^fen parallele gleid^e Äanten, bie 
gemeinfd^aftlic^en (Srunbfeiten je praeter ©egenbreiede. Sluf eine ^läc^e 
geftefft mad^t ber Ärpftatt ben @inbru4 einer fd^iefen breifeitigen ^ß^ra* 
mibe im ®egenfa$ jum regulären 2^etraeber, bal^er aud^ bie Sejeid^nung 
©pl^enoib. 

1 m P*Ti 

2. -ö- (a : na : mc) = — 5 — / gcbrod^eneS Spl^enoib ober quabra-- 

tifd^eS Sfalenoeber, wegen ber t)ier im 3^*80* laufenben 3Rittel' 
fanten ; an ben @nben ber c-Sld^fe jroei fürjere fd^arfe unb ijroei längere 
ftumpfe Folianten abroed^felnb. 2)ie ßnben ber c-Sld^fe begeid^net man 
l^äufig als 5ßole4en. SSgl. hiermit bie 3ßic^"W"9 i>^ö l^ejagonalen 
Sfalenoeberä mit fed^ä 3i*8ö*mittelfanten (gig. 103). 
2)ie anberen §emieber unterfd^eiben fid^ nid^t von ben ^oloebem. 

123. Äombinationen. 

poP . oP 2)ie iiombination l^at baä 2luSfel^en eineä DuaberS bejm. SBürfelS. 

2ßäl^renb ftc^ jebod^ bei bem SEBürfel, als einem regulären Ärpftatt, 
fämtlid[)e gläd^en pl^pfifalifd^ gleid^ »erhalten, jeigt l^ier baS gläd^en« 
paar ber geraben ßnbfläd^e ein von ben gläd^en ber ©äule Der-- 
fd^iebened pl^pfifalifd^eä 3Serl^atten (^ig. 95a). 

P.Poo.ooP.ooPoo ©runbform bie quabratifd[)e ^^ramibe erftere 2lrt. 3)ie 

jmeite quabratifd^e ^pramibe fd^neibet bie 5Polf anten, bie erfte 
quabratifd^e ©äule bie Safiälanten berfelben ab, enblid^ merben 
nod^ bie Kanten ber erften quabratifd^en ©äule t)on ben ^läc^en 
ber jmeiten gleid^mä^ig abgeftumpft. 3i"'iftßi"- 

P . ooPoo 3)ie SafiSerfen ber erften quabratif d^en ^pramibe werben von ber 

jmeiten quabratifd^en ©äule gleid^mä^ig abgeftumpft. 3irfön, 
atterbingS mit ftärferer ßntmidfelung ber ©äule (^ig. 98). 

I*.2P. "ö-P. -g-Poo.oP ©runbform erfte quabratifd^e ^ßpramibe. 6ine 

fteilere ^pramibe berfelben 2lrt fd^ärft bie Saftsfanten jroeifläd^ig, 
eine flad^ere ^Ppramibe berfelben Slrt bie ^olecfen von ben ^läd^en 
au^ oierfläd^ig ju. (Sine nod^ flad^ere ^gramibe jroeiter Slrt fd^ärft 
bie ^olerfen t)on ben ^ßolfanten auS ju unb bie gerabe ®nbfläd^e 
fd^neibet bie ^oledEen gleid^mä^ig ab. 
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124. $ara(lelperfpcftit)c ä^'c^Sinung bcö Sld^fenfreujcs. 

35ic SBinfelgröfecn bleiben wie frül^er, bagegcn ift wegen ber Ungleichheit 
ber Sld^fen 



OC ^ OB unb OA ^ -|- OB 



125. 3)ie ^läd^en beä aHgemeinften Äörperä gelten t)on 

a : nb : mc =^ mPn (gelefen: mP lang n): eine r^ombifrfie ^pramibe, 

eigentlirf) eine über bem burd^ bie Sld^fenabfd^nitte a iinb n b beftimmten SRI^ombu^ 
ber H.E. fenfred^t errid^tete ©oppelp^ramibe von ber §ö^e mc. Sei ber 3laiu 
mannfd^en Sd[)reibn)eife bejiel^t ftd^ ber Parameter vor P wieber auf bie c^Sld^fe, 
berjenige nad^ P auf bie längere Ouer-- ober 3Kafroac^fe b, raenn baö 3^^^^ 
„lang — " unb auf bie fürgere Sängä- ober SSrad^^ad^fe a, roenn baö S^^^^^ 
Jm ^ " ift. 

®iebt man m unb n roieber alle möglid[)en 933erte, fo erl^ält man fämtlic^e 
rl^ombifd^e ÄrpftalTformen; in 91 au man nfd^er 3ufammenftellung : 

OP 



mPob. 



mPoo 



mP, 



mPn, 



mPn 



ooPdo 



coP 
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DO 



ooPn 



cxsPoo 



S)ie einzige gefd^loffene ^orm ift bie rl^ombifd^e ^pramibe mP, bie balb 
nad^ ber Duerad^fe (mPn)/ 6alb nad^ ber Sängäad^fe (mPn) ausgesogen ift unb 
aläbann alä 3Kafroj htivo. Srad^pppramibe bejeid^net wirb. 

2Bie bie ©äule ober ba§ oertifale ^riäma ooP nad^ ber c^Sld^fe 
offen unb alä Srac^pfäule ooPn in ber 9lid[)tung ber a^Sld^fe, alä 3RaIrofäule 
cxsPn in berjenigen ber b?3ld^fe auögejogen ift, fo fteUt mPob ein nad^ ber 
asSld^fe offenes Sang gpri öma unb mPöö ein nad^ ber b=2ld^fe offenes Quer-- 
priSma bar. 

©nblid^ erfd^eint aufeer bem bafifd;en ^inafoib ober ber geraben @nb= 
ftärf)e oP ein ber Cuerebene (bc) paraUeleä ^läd^enpaar, bie Duerfläd^c 
ober baS 5KafropinaIoib ooPöö, unb ein fold^eS ber SängSebene (ac) parallel, 
baS SängSpriSma ober Srad^ppinafoib ooPob; im gangen brei ©nbfläd^cn 
ober ^inafoibe burrf) bie ©nbpunfte ber Sld^fen. 

I)ie ^emieber gerfaUen in ^araUelfläd^enpaare. 



Kombinationen. 

KuTje tEiombifc^e Säule, tafebitig abgefi^Ioffeii burc^ bie ftart 
entroitfelie gewbe ßnbfldc^e. Sc^roerjpot. ^ig. 99, 

Stilltet man ben fir^ftaH auf, b. ij. mai)t man bte b'Std^fe jur 
c^Stc^Je, [o ge^t bie getabe (änbflöd^e über in bie SängäflÖd^e, bie 
Säule in baä Duerpriäma unb hev Är^ftoQ tonn gebeutet roerben 
als fiombination pon ooPd6.Pöö. gig. 99a. 



gig. 99 a. 



gig. 99 b. 




-oPot.oP ^at bie ®eftalt eineä aüütfeU. ffiä^renb fit^ jebodi bei 
reguläien Är^ftotten fümtlid)e (^'ai^en p^i||ifalifd) gleid^ »erhalten, 
ift bies bier nur not^ für parallele ^lädienpaare bei gaU. 

ö.ooPcb ^ie Säule ä^eipläc^ig , badiartig, oon rei^tä unb linfs ^er 
gleidimafeig jugefi^ärft oom Sangöpriäma unb bie Säulentonten 
recbte unb linfS gleidjimäßig abgeftumpft burcb bie fiängS^äiiie. 
Sirragonit mit ftart entmJcEelter Säule: ^ig. 99b. 3)er Ouer; 
fi^nitt ein Se^Setf mit ffijinfefn »on beinahe 120°. 



"ISonoß eines $i?(lem. 

127. ^arollelperfpettipe ,S«id)nung beä aitbfentreujeä. 

aitte brei Sbftfen beliebig grofe, 9ei»öbitli<i c > b > a. Sejügltc^ ber 
Sage ift <be = 90 unb <^ag beliebig, baljer Reifet bie b=9l^fe Drt&Os 
bie a:3(d)fe fdiiefc ober Sltnoacf)fe. Übene (ac) ± b ift bie einjige S^mmetrie^ 
ebene. 35ie Är^ftalle finb nur noti) rcditS roie lintä, nicfit mel)r oben niie unten 
unb Dorne roie hinten , bafier wirb bie untere ©älfte bev c;3l(iife mit c', bie 
llinter« .^älfte ber a^9tc|)fe mit a' 6ejei(f)nct. 



128. ®aä Softem befi^t feine gefi^loffenen ^oi^men meljr. 
Ür^fiüHe fmb Kombinationen; fo ftellt j. Sl. 

a:b:c = a':b;c' = + P 
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Jtt9ft<iIIi>S>^''V&<^- 



ein tJFlädienpaar in ben Reiben Dorbereit oberen nebft bem baju pataUelen in ben 
6eiben Hinteren unteren Ottanten bav (j^tg. 100). ©ämtUd^e vier ^[äc^en btiben 
ein, in bet SRii^tiing bet bie Snbiiunfte bet o-. unb asStc^fe uerbinbenben ^nte 
offenes, uoibetei fd)iefeä $iiäma ober eine porbere ^aCbp^ramtbe, 
ba biefelbe etft mit 

a' ; b ; c ^ a : b ; c' = - P, 
einem Hinteren fcf)iefen ^riäma bejro. Iiinterer ^albp^ramibe jufummen 
bie monofline ä^oDp^ramibe eigiebt. 

3)i«JeI6e ift fpi^ ober ftumpf , je nad)bem ml unb , naä) bet Dtt^os 
6ejni. ßlinoa<$Ie auggejogen, aU 

(a : nb : mc, a' : nb : mc) = mPn Drt^op^ramibe 
(gelefen: mP gerab n) bejm. 

(na ; b : mc, na' : b : mc) = mPn Älinop^ramibe 
(gelefen: mP fi^icf n) ju bejeirfincn. 

n b^ie^t jic^ auf bie Crt^o^ bejro. Slinoac^fe, je nad)bem ber ©tri(^ „jetobe" 
ober „fc^ief" P butd)Ic&neibet. 

Sig. 100 a. 



Sifl- 100. 




'■m^- 



j^ 



V 



©iebt man m unb n alle m&glidfien 3Berte, fo eröält man biefel&e 3»" 
fttmmenfteßung roie beim t^ombif(fien ©^ftem, nur ftatt ber ^eic^en fang unb Eurj 
bie Qtiä)tn gerabe unb fi^ief: 



35aö Ä^ftem beftel|t fon«(^ 




ürqftallogtapfiie. 



79 



^albp^tamiben ober fi^iefen ^ttämen ±mP, ±mPn, ±mPn, 
Säulen ober oertüolen ^riämcn ooP, ooPn, ooPn, 

£ängäpti!ämen mPoo, 

DuetpriSmen mPoo, 

dnbfläiiien ober ^inafoibeu: 

OP = c : ooa : oob = Oc : B : b 6arif*e« Sßinatoib, fd)iefe enbf(ä(^e || (ab) 
ooFoo = ooc : a : oob Ort^opmafoib ober Duerfläi^e || (bc> 

oopoo = ooc : ooa : b jtlinopinatoib ober Sonfläffäiie [1 (ca) 

129. Aombinationen. 

ocP , oopco . P. 3}ertifale ©äule, beren Jtanten ted&ta unb linU oon ber Sängs^ 
^ä(^e II (ac) aBgeflumpft loerben. ^aä oorbere fd^iefe $iisma 
bilbet einen groeifläc^igen badiartigen 3(6Fi$(ug an ben Sntten ber 
c:%^\t. ®ipS, mit ftarl entntdtelter Sänggflä<^e. ^ig. 100 a. 

Sfrififincs $i?|lcm. 

130. 3)ie äbieitung ber formen biefe« unb beä billinen ©^ftemä ift bie= 
felEie rote beim monoflinen. ^ebe ^orm be^e^t nur noc^ aui gmei paToUelen 
^ä(f|en, fo ba^ ;. S. bie gefi^lof^ene trtlline ^^ramibe eine AomBination »on 
4 Sßiertetipqromiben , b. ^. von 4 paaren pataOelet ^Ifii^en, beren jebeä com 
anberen p^ftfaltfd) »erfi^ieben ift, barfteCt. 

3)i!tine Rr^ftaHe ^at man biS je^t in ber SJotur ni^t gefunben, roo^l ober 
filnft[i(§ bargefteUt. 

Itiflin: Äupfemitttol. 

ÄexagonaEes Softem. 



131. 5ßarülleIpetfpettioe S'xä)-- 
nung bei 2l(ftfenfreujeS. 

gig. 101 : lErafle auf ben freien @d)en; 
fein beranben3)ur^meffei; AiÄt = 2a in 6 
unb P, ben ^rojeftionen ber ffiif punfte E unb 
D bes reßelmäfiigen ©ed)äe(Iä AjDE Aj . . 
anfle[e9ten<0PAj = -^lA^GAa^öO» 
bie ©treden PA, = GAj = g DF ab, 
fo finb OA,, OAj, OAj bie brei glei*^ 
ntectigen, in ber H.E. unter 60 * gegen ein- 
anber fleneigten a^äli^fen in paraDelperfpet^ 
tiner ^eidjinung. SBfll. 80). 00 J_ AiAj 
ift bie »ierte unglei^roertige c ■- 9lrf)fe. 




'pit l^tmouattn iivfflaSf$tmtn. 

133. dg genügt, baä ^er^ältnt« bei c^älc^fe gu ben 9lb|(^nitten nut gmetei 
t)et btei as^iiifen ot^uge6en, babuici) i^ aud^ ber 9lbf(f)nitt auf ber bntten asäc^fe 
mit beflimmt; benn, fc&neibet eine ?((Qd)e beS aDgemeinften Ä&tperä 



bie H.E. m^ UÄiT, (o oer^ält fi^, Sifl- 101. 



AjT 



ober - 



OU ^ AjAa 
3)ie StÖdien be« a% 



■ rootauS 



- 1 



inften itütperiä ge^en fotnit son a : na : mc unb 
man erhält roieber fämt[i<^e formen, inbem man m unb n aHe möglidten 
ttSerte giebt. 

5i9- 101a. 

gifl. 101 b. 





erfte ^ejagonale ^^romibe, eine über einem tegelmäSiflen ©e^aed 
fte^enbe fentre(|te ^oppelp^romibe mit 12 gleid^en ^ol: unb 6 gleii^en 
(Krunbfanten , umgienjt con 12 glei<$fi^ent(igen fongruenten 3)rei< 
erfen. gig. 101. 
. ii>l a:na:mc = mPn, 

bi^ejagonale ^^ramibe, eine über einem |flmmctri|(i^en gleich' 
feitigen aber nii^t regelmäßigen 3")°'f^<^' 1"'^ abroedifelnb gleiten 
aSinfeln, fenlredit errii^iete SJoppelp^romibe , mit 2.12 oBroec^felnb 
gleiten ^ol^ unb 12 gtcit^en @Srunb(anten. J^ig. 101 a für n — l'k. 

n ~ 2 a : 2a : mc = mP2, 

jiBcite fiejngonale ^^rnmibe, gegen biejenige erfter 9trt um 30' 
gebrel». Sie Tanten bet erften ^esagonalen ^^tamibe liegen in ben 
Jlätijfn ber ((ineiten. 



^rpftaUograpl^ie. 
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n>2 fomit p < 2, 
bann ncl^me man baS ^Parametcrocr^ältntä ber crften unb brittcn a-Sld^fe; 
bieS gtebt 

a:pa:inc = inPp roieber bic btl^ejagonale ^ß^romibe, 

n = oo fomit p = 1 giebt 

a : a : mc = mP miebcr bic erftc l^cjagonale ^pramibc, 

n < 1 unb n = unmöglid^, l^icrauS folgt 

Sa|: n unterliegt ber Sefd^ränfung l<ii<2! 

^r m = oo unb 

4. n = 1, a:a :ooc = ooP, erfte ^ejagonale ©äule 

5. n >• 1, a : na : ooc = ooPn, bil^ejagonale Säule 

6. n = 2, a : 2a : cxdc = ooP2, jmeite l^ejagonale Säule 

gür m = unb 

7. n >• 1, a : na : Oc = ooa : oca : = OP bie gerabe ©nbffäci^e 

S)aS Softem befielet fomit mieber an^ fieben ^formen: 

OP 



oo 




-ooPn 



ooP2 



1. 



133. S8on ben l^ejagonaten ©albfläci^nem feien nur biejenigen ermäl^nt, 
bie ber rl^omboebrifcl^en ^emiebrie angel^ören. Sie entftel^en nad^ bem erften 
.^emiebriegefe^: Slbmed^felnbe Sextanten road^fen. SKan erhält jmei neue Körper: 

2" (a : a : mc) = ± —^— = ± mß 

ba§ Sll^omboeber, §albfläcl^ner ber erften l^ejagonalen ^^ramibe, 
umgrenjt von 6 fongruenten SRI^omben ; 6 gleid^e ®runbfanten im ^ii' 
gacf unb 2 . 3 gleid^e ^olfanten. ÄaHfpat. 2)oIomit. Spateifenftein. 
ßifengranj. gig. 102. 

^ r ^ ^^^ 

2" (a : n a : m c) = — k — 

baS Sfalenoeber ober gebrod^ene Sll^omboeber, ba bie ^^I^d^^^^ 
be§ vorigen Äörperä nad^ ber fangen 2)iagona(e gefnidft erfd^einen. 
§attfläd^ner ber bil^ejagonalen ^pramibe mit 6 im Sid^aä üerlaufenben 



2. 



€auerbe(!, etereometrie. 
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82 Sti)\taUoqxap^it. 

gleii^en Snittelfanten unti 2 . 6 abmei^felnb gleichen {pi|en B«jiv. ftiim)>fen 
Folianten ; 6ei ISIeidigetntiiit umgtenjt von 2 . 6 tongnienten ungleich-- 
feitigen Slreieien. ÄaHfiiat. tis- 103 fto n = !'/•- 

^ie ü^gen ^albflädjinet unterfc^eiben fic^ nidit uon i^ten 'SioU- 
flädinettt. 

Sm ^äufigpen findet man folgeni« Mliomtoeiier in ber Ülatur, entmebcr 
aKein ober in Jtombination : 

2 (a : a : c) — +E, boä ^auptr^omtoebet. Saltfpat, fogen. ©oppelfpat 
von 2l<Slanb unb Sluecbai^ an ber Stigftiafie. 

— 2 (a : a : 2 c) = — 2R, baS nät^ft fpigere S^omboeber, beffen ^olfanten 
in ben ^lifi^en ton + R liegen, fo ba^ + R on — 2R bie 
^Pollonten gteid) mäfeig abftumpft; entftanben bur(^ 3Bai^fen ber 
glücken betjenigen ©estonten ber ^qramibe 2P, bie bei ber Sil^ 
bung Bon + R ü(ien»ad)(en Tcurben. 



1 



1 , 



r (a : a : -^ c) = ^ ^ B, btt« näAft ftwmpfere 9t{iomboeber, beffen gläiften 
burc^ bie IJoffanten non + R gcfien, fo bafe — g- R bie ^oh 
tonten »on + R gleidiniäfeig abftumpft. 



ffig. 102. 



Sig- 108. 





^tttttftebt's ^rojeßtiiin. 

134. Um bie aSet^ältniffe, roie bie Kr^ftaKflädien in Äombination aneinanber 
auftreten, beurteilen ju IBnnen, bebten! man fii^ am fiefien ber Quenftebtfd)en 
^rojeftion : üKan bentt fii^ (ömtlii^e ^läd^en eineä Är^ftaHS parallel burt^ ben 
einen (Snbpuntt C ber cj^lc&fe perfi^nben, bann ift bei ©dinitt biefeä ffibenen- 
feiinbelä mit ber jur c^a^fe fenftec^ten H.E. bitä üuenftebtfdje Sitb beä Är^ftaUä. 
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gtg. 104 : aSaä Kgelmäfeige SerfiSerf B, B, . . . Bg fteKt bie etfte ^ejasonale 
^gramibc bar; man i^at fii^ nur bie Sien beäfelben mit hem ü6er bet 3^1*= 
nungSebene fenfret^t ü6et tiegenben (Snbpunft ber c-.aJdjfe »etbunben ju benlen. 
Sie oBiDedjfelnben ©eitcn verlängert, entfte^t boä ^auptt^omboebet B'B"B"'. 




35ie nai^ftfpi|ere ^ß^ramibe a : a : 2c = ^ a : -g a : c tff botgefteCt buri^ baS 
reguläre Btä)Hä AjA^ . . . Aj, btt^cr A'A"A"' baS näcf)ftfpi§ete 9t{iom5oeber 

— 2R; ©ed)Setf DiDj . . . D,, fteDt bie nacf)ftffumpf€re ^^ramibe 2a : 2a : c 
= a : a : -g c bar, fomit D'D"D"* baä näi^ftpumpfete 9{^om6o«ber — -^ R. 

aiufgaBe: 99i!be bie regulären Sr^ftolle noi^ bem Duenftebt((l^en 3!er= 
fahren ad. 

135. Jtom&tnotionen. 

P . P2 . ooP . ooP2 . OP. ©ninbform bie erftc ^CEagonale ^pgramibe. 35ie 
jroeite Ijejagonate ^^ramibe fcE)neib«t bie $olfanten, bie erfte 
^e^agonale <SäuIe bie @runbtanten gleidimä^ig ob; an le^terer 
ftumpft bie jroeite fiejogonale Säule fel6ft roieber bie Jianten 
ab. 3)ie gerabe gnbflädie nimmt bie ^oUdtn g[ei(i)mafei9 meg. 
©maragb. gig. 101b jeigt nur ooP . P . OP. 2lpatit. 

P.ooP2.-ü-P2.2P, Qirunbform erfte ^ejagona(e ^C^ramibe, bereu ®runb= 
etfen »on ber smeiten ^ejagonalen Säule gleidjmäfeig abgefd&nitten 
roerben. 35ie ^olecten merben burdi eine ftumpfere jmeite ^eja- 
gonale ^^ramibe, »on ben Tanten auä, unb bie ©runblonten 
buri^ bie fptgere erfte EjeEagonale ip^ramitie 2P «on ben glätten 
aus jugefdiärft. 

P ■ ooP-n- ^'f ©runbetfen ber erffen Ejejagonalen ^^ramibe roerben von ben 
©runbfanlen aus ä'^^'f^'A äUflef'^i'tft, 

— 211.-2 R. ^ä(^ffP'6"^'^ StJEjomboeber, beffen 5polecfen »on ben Santen auö 

breifläi^ig jugefi^ärft merben. 
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fDaS 9$iel!ant unb bie jtugel. 



— 2 R. 



— 2R. Släd^ftftumpfetcä Sl^omboebcr, beffcn GJrunbccfcn abrocd^fclnb 
oben unb unten, t)on ben %ldi)tn au8, jugefd^ärft werben. 

2R. $auptr^omboebet, beffen QHiaizizn t)on ben ^olfanten auQ 
jugefd^ärft finb. 



136. Slufgabe: Scftimme baS 5ßarameten)etl^ältni8 berjenigen biJ^eja^ 
gonalen ^ßpramibe, beten ©runbfläd^e ein regelmäßiges Qwöl^ti wäre. SBSeld^em 
®efe| roiberfprid^t baS ©rgebnis? 



V. aßfc^ttift. 

Pa0 lidltaitt ititli )iir $itgd. 



Jet ^eit. 



137. 3ßi^^i^ ber t)ier Steile, in roeld^e ber dtanm burd^ jroei beliebige ß'benen 
geteilt wirb, l^eißt ein Seil. S)ie jur gemeinfd^aftlid^en ©d^nittgeraben fcnfrcd^tc 
ßbcne beftimmt bie t)ier Äeilrointel, beren SejeidEinung auf bie jugel^örigen Äcile 
übertragen wirb. Somit 

Sa|: Sd^eitelfeile ftnb gleidE). 9iebenleile betragen jufammen 180 ^ 



Sig. 105. 



paj$ Jteilaitf. 

138. 2)rei beliebige ©benen teilen ben 9laum in 8 2^eile mit gemeinfd^aftlid^er 
Spi|e. '^thtx berfelbcn l^eißt 2)reifant ober „breifeitige förperlid^e @dfe". gig. 105. 

2)ie SBinfel, roeldEie bie ©d^nittlanten mit- 
einanbcr einfd^Iießen, l^eißen „Seiten" beS Drei^ 
lantä, gemeffen in ©rab, SKinuten unb ©efunben. 

2)ie Äeilroinfel, meldEie bie ©eitenebenen 
miteinanber bilben, l^eißen „SEBinfel" beä S)reifantö. 

SDlan bejeid^net bie ©eiten mit a, b, c, 
il^re ©egenminlel mit a, /3, y, 

2)reifante, bie jufammen einen Äeil geben, 
l^eißen Siebenbreifante, ©ie l^aben jroei 
Tanten gemein unb bal^er aud^ bie oon biefen ein- 
gefd^loffene Seite foroie beren ©egenminfel, ba 
bie britte Äante beö einen 2)reifant§ bie 3tüdfcer: 
längerung ber britten Äante beS anberen ift. 2)ie übrigen entfpre(|)enben ©eiten 
unb SBinlet beiber Dreifante ergänzen fid^ ju 180 ^ 3^ \^tx(^. SDreifant 0— ABC 
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c^e^ören brei 5ßcbcnbreifante 0— A'BC, 0— AB'C, 0— ABC; ferner ^at^.S. 
O— A'BC bie Seiten a, 180— b, 180— c unb bie SEBinfel e^, 180—/?, 180—;'. 

2)reifantc, bie eine Äante gcmeinfam l^aben, roäl^renb bie anberen ent* 
fpred^enben Tanten GJegenftra^Ien finb, l^ei^en ©d^eitelbreifante. 3)ie brei 
Sd^eitelbreifante ju 0— AB C finb 0— A' B G\ 0— A' B' C, 0— A B' G'. 2e|tereS 
f)at bie Seiten a, 180— b, 180— c, bie SEBinfel a, 180—/?, 180—;/. 

©inb fämtlid^e entfpred^enben Äanten jroeier ©reifante ©egenftral^len, 
fo ^ei^en bie 2)reifante ©egenbreilante. 3" ißbem 3)reifant 0— ABC giebt 
eö nur ein ©egenbreifant 0— A' B' C. Dbrool^I ©egenbreilante fämtlid^e ©eiten 
unb SBinlel entfpred^enb gleid^ l^aben unb bal^er gleid^e Släume auäfd^neiben, fönnen 
fte bod^ nid^t jur ©edfung gebrad^t werben, ba entfpredEienbe ©eiten bejn?. SBinlel, 
von ber ©pi^e au3 betrad^tet, in entgegengefe^tem ©inn aufeinanber folgen. 

©a^: ^dbtn jroei S)reifante entfpred^enb gleidEi 

1. eine ©eite unb jroei anlicgcnbe SBinfel, 

2. eine ©eitc, einen anliegenben unb einen gegenüberliegcnben SBinfel, 

3. jroei ©citen unb ben eingefd^Iojfenen SBinfel, 

4. jroei ©eiten unb ben ©egenroinlel ber größeren, 

5. brei ©eiten, 

unb folgen fid^ bie entfprcd^enben ©rö^en, t)on ber ©pi^e auS betrad^tet, im 
felben ©inn, fo fönnen beibe ©reifante ^nx S)etfung gebrad^t werben unb l^ei^en 
fongrucnt. folgen fid^ bie entfpred^enb gleid^en ©rö^en im entgegengefe|ten 
Sinn, fo l^ei^en bie 2)rei{ante entfpred^enb gleid^ ober f^mmetrifd^. ©ie 
fc^neiben ebenfaHä gleid^e Släume aug unb fönnen §u einer ®bene in f^mmetrifdje 
Sage gebrad^t werben. 3^^ meld^er? 

2Bie man fielet, l^anbelt eS fid^ bei ber Setrad^tung t)on 3)reifanten aus-- 
fc^lie^Iid^ um SBinfelgrö^en. S)iefelben Sejiel^ungen mie jmifd^en S^i^triminfet 
unb Äreiöbogen finben in allgemeinerer SEBeife ftatt jroifd^en 3)reifant unb Äuget. 

139. ©ine Äugel entfte^t, menn fidEi ein Hreiä, ber fogen. ergeugenbe ober 
©rofefreiö, um einen beliebigen S)urd^meffer a(ä fefte 2ld^fe brel^t, big er mieber 
in feine urfprünglid^e Sage jurütffel^rt. §ierauS folgt: 

1. Sitte ^Punfte ber oom Ärei§umfang befd^riebenen Äugetfläd^e (Spl^äre) 
l^aben t)on einem ^unft innerl^atb, bem Äugelmittetpunft, gleid^e ®nt-- 
fernung. 3)iefe Entfernung l^ei^t Äugell^albmeffer ober 9tabiu§. 

2. ©ämtlid^e ©benen burd^ ben SRittetpunft ber Äugelfläd^e fd^neiben biefe 
nad^ erjeugenben ober ©rofefreifen. 

^pf^äxif^e$ pteiecft (^ttgelbteiecft). 

140. Sefd^reibt man in jeber ber brei ßbenen eineö 2)reifantg mit bem^ 
felben ^atbmeffer einen Äreiö um bie ©pi^e a(ä SJlittelpunft, fo finb biefe Greife 
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afe SJurc^fd^ttittc einer Äugel mit brei burd^ il^ren 3WitteIpunIt gelegten Ebenen 
}u betrad^ten unb baS 2)reifant fd^neibet au8 biefer Äugelffäd^e einen t)on brei 
GJrofefreiSböflen begrenzten 2^eil au8, ber fpl^ärifd^eS S)reiedf l^eifet. 3« i^^^^^^ 
©efamtaudbel^nung teilen bie brei ©ro^IreiSebenen, n)ie ben fHaum, fo aud^ bie 
Jtugeloberjläd^e in ad^t fpl^ärifd^e 2)reiedEe, roeld^e n)ie bie zugehörigen Sreifante 
afö fpl^ärifd^e Sieben* , ©d^eitel« unb ©egenbreiedfe bejeid^net werben, gig. 105. 

SDie (®ro^frei8bogen0®eiten beS fpl^ärifd^en SDreiedfä werben burd^ il&re 
3entrin)infel, b. f). burd^ bie Seiten beä zugehörigen 2)reifantS gemeffen. 3)ie 
in ben ©den an bie ®ro|freife gezogenen 2^angenten, ftel^e gig. 105, fd^Iie^en bie 
SBinfel be^ fpl^ftrifd^en S)reiedfS ein, benn bie S^angente an irgenb eine ftetig 
gelrümmte Sinie giebt bie Slid^tung festerer t)om Serül^rungSpunft nad^ bent 
unenblid^ benad^barten 5ßunlt ber Sinie, furz gefagt, bie Slid^tung ber Sinie int 
betreffenben 5ßunft an. ®iefe S^angenten fielen aber auf ben zu ben jeweiligen 
Gdfen gezogenen SDurd^meffern, ben ©d^nittgeraben ber ©ro^rei^ebenen, fenfred^t, 
unb ba fie in ben ©ro^IreiSebenen felbft liegen, fo fd^liefeen fie tl^atfäd^lid^ bie 
Äeilroinlel beö 2)reilant8 ein, fomit 

Sa$: Seiten unb SEBinfel beS fpl^ärifd^en 2)reiedfS unb beS if)m zuge- 
hörigen 2)reifantS finb gleid^. 

3eber Sa| über bie Seiten unb SBinlel beS 3)reiIantS gilt bal^er aud^ für 
baS fpl^ärifd^e S)reietf. 

2)a ber §albmeffer inm Sc^nittpunft zn>eier ©ro^reife, alä Sot, bie 
fürzefte Entfernung beS ÄugelmittelpunftS t)on ber Ebene ber ben SEBinfel beiber 
©roPreife beftimmenben 2^angenten barftettt, fo l^at biefe Ebene mit ber Äugcl 
nur jenen ©ropreisfd^nittpunft gemein, b. f), fie ift S^angential* ober Se^ 
rül^rungäebene. ^af)tx 

Sa|: S)ie Serül^rungäebene an eine Äugelfläd^e fielet auf bem ^um 
Serül^rungäpunft gezogenen §albmeffer fenlred^t. 

Sa|: 2lffe burd^ ben 33erül^rungSpunft gezogenen ©eraben ber 35erül^: 
rungäebene finb Sugeltangenten. 

SÜJid^tig ift fomit, ba^ ber SBinfel zweier ©rofefreife nid^t ber Äugelfläd^e, 
fonbern ber im Sd^nittpunft ber ©ro^reife an bie Äugel gelegten Serü^rungö- 
ebene zu entnel^men ift. 2)al^er gilt aud^ für bie Äugelfläd^e ber 

Sa|: 2)ie SBinfel um einen 5PunIt l^erum betragen 360®. 

141. 9lur wenn man ben ^albmeffer ber Äugel ber ©rö^e nad^ gegeben 
üorauäfe^t, ift eä möglid^, ben 3Binfel zweier ©ro^reife aud^ ber gelrümmten 
5iugelflä(^e felbft zu entnei^men. Setrad^tet man ben gemeinfd^aftlid^en 3)urd^' 
meffer beiber ©ro^freife alä 2ld^fe, fo fd^neibet bie z^ ^^^ fenfred^te Ebene 
burd^ ben Äugelmittelpunft bie Äugelfläd^e nad^ einem ©ro^reis, meld^er als ber 
jener 2ld^fe zugei^örige Slequator ober ©leid^er bezeid^net wirb, ba er alle ©ro^* 
freife i^albiert, bie jene 2ld^fe z"wi gemeinfd^aftlid^en SDurd^meffer l^aben. SDiefe 
zum 2lequator fenfredEiten ©ro^reife, bie fid^ fämtlid^ in ben Enbpunften ber 
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3lc^fe, bcn ^Polcn, burd^fd^ncibcn, l^ei^cn 3Kcribianc, eine ber äftronomic ent« 
nomntene Benennung, ba bie @onne, bad $immetegen)ö[6e als eine }ur @rblugel 
fon^entrifd^e Jtugelfläci^e Dorauggefe^t, mittags 12 Ul^r Drtdjeit in bem burd^ Gxt 
meitetung ber @6ene bed, bem betreffenben @rbott jugel^örigen SvbmeribianS Bid 
5um Sd^nttt mit bem ^immeldgemölbe entfte^enben fongentrifd^en ^immelSmeribian 
fielet, leitetet alfo bie Sagedba^n ber Sonne vom 9(ufgangds bis }um Unter- 
{^angSpunlt l^a(biert (meridies). Ser jroifd^en fpti ÜReribiane faEenbe Sfequator^ 
bogen, beffen ©el^ne mit bem 3WcI ^^^^ Sinfe^en im einen ®nbpunft unb 
Spannen bi§ jum anberen leidet auf ber ^ugel abgeftod^en merben lann, giebt 
bei befanntem Äugell^albmeffer baS SRa^ für ben SBinlel ber beiben afö SReribiane 
aufsufaffenben ©ro^freife. 

142. tiefer äSinlel bejm. fein 9iebenn)inlel beftimmt jugleid^, nad^ ben 
frül^eren 93etrad^tungen über bad ÜReffen beS Jteilminleld, f^Iöd^engrö^e unb 
Slauminl^alt eines jeben ber oier fpl^ärif d^en S^eiedfe, in meldte bie Äugelffäd^e 
bcj^n). il^r Slaum burd^ jroei ®ro|freife gefpalten wirb, bal^er 

@a|: JtugeljmeiedEe berfelben jtugel ober gleid^er Jtugeln oerl^alten fid^ 
ber ^ugelfldd^e fon)ol^I als bem Staum nad^ xok il^re SBinfel ober 9(equators 
bögen. 

ferner folgt bejüglid^ ber Seiten ber Äugeljroeiedfe 

®a|: Sämtlid^e Äugeljroeiedfe l^aben gleid^e Seiten oon 180^ 

2)a inäbefonbere bie ^alb^ bejro. SSofffugel als fpl^ärifdEieä S^txti mit 
3öinlel 180 « bejm. 860° betrad^tet werben fann, fo folgt 

Sa^: Äugeljmeiedf unb ^alb* bejm. SSottfugel t)om fetten §attmeffer 
uerl^alten fid^ ber gefrümmten ^läd^e foroo^I alä bem Slauminl^alt nadEi wie ber 
2BinfeI be§ Sroeiedpg ju 180 « it^xt). 860 «. 

(Sro^reigebenen unter 30°, 45°, 60°, 90° fd^neiben S^^^^^^ öuS, bereu 
gefrümmte %lä6)tn bejm. Slaumin^alte 

30 45 60 90 ^ , 1 1 1 1 

b. f). 



360' 360' 360' 860' "* ^^'^ 12' 8' 6' 4 

ber gläd^e bejro. beS ^Rauminhalts ber SSottfugel betragen. 

SCBeld^en S^eil ber SSoHfugel fd^neiben jmei ©roPreiScbenen unter 70° 30' 
40" auä? 



^exf^itini$ be$ ^ugelbteiecft^ jtt feiner ^^offlttgeC. 

143. S)aS fp^ärifd^e AABC, beffen SBinfet cc, ß, y in ©rab gegeben 
feien, wirb burd^ feine brei 9lebenbreiedfe ju brei Äugeljroeiedfen ermeitcrt, beren 
iebeS einen SBBinfel mit bem Dreicdf gemein l^at. Sejeid^net man bie %lixA)t bes 
^reiedS mit f, biejenige ber Äugel mit F, fo folgt: 
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Sig. 106. f+ABCA' a 



1 ^ ""180 



2 

f+ACAB' /? 



1) 



^.../ / \ 1 "" 180 • • • 

/ 7» I f+ AABC 2L 

üKan fie^t, ba^ bie ^läd^cnfummc f+ABCA' 
+ A CAB' burd^ A A'C'B jur l^albcn Äugelfläd^c ergänzt roürbe, ba^ jebocf; 
A A' C B = A A C B' als ©egenbrciccf e, fomit aud^ 

f+ ABCA' + ACAB' + A ABC' = -yF ... 2) 
unb ballet burd^ 2lbbition t)on 1) unter Serüdffid^tigung t)on 2) 



lüorauö 



2f + 


'f 

2 •" 


1 
2 


F 
2f 




'y 



ober 



aud^ gefc^rieben 



« + /? + r 




180 




ci + ß + y- 


■180 


180 




a+ß+Y- 


-180 



F ~ 720 



*•<> 



p — 720" 






ba man ben Ueberfd^u^ ber SBinlelfumme beä fpl^ärifd^en SreiedfS über bie^ 
jenige be§ ebenen alä fpl^ärifd^en ©sje^ 6 bejeid^net; fomit 

Sa^: SDie ^[äd^e beä fpl^ärifd^en 2)reietf§ oerl^ätt fid^ §ur gugel^örigen 
Äugelfläd^e raie fein fpl^ärifd^er ßjsefe ju ad^t Siedeten. 

3)erfelbe ©a| gilt für ben, burd^ bie Seitcnfläd^en beS bcm fpl^ärifd^en 
2)reietf gugei^örigen 2)rei!antä auä ber Sßollfugel auägefdf)nittenen SRaum. 

^oCgettttigen. 

144. 3luä 3) folgt, ba ba§ 35erl^ältniä ber §läd;en reett unb pofitit) ift, 
ba^ bieg aud^ für ba^ 'Ser§ä(tni§ ber 2öinfe(grö^en zutreffen mufe, b. \). 

a + ß + y — l'^0>0 ober u + ß + y>1^0 

ba^ fomit bie 3BinIeIfumme beö fp^ärifd;en Sreiedfg größer ift alö biejenige beö 
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ebenen 5Dreiecf§, unb ba jeber einjclne Sßinfel < 180 <> fein mu^, foH baö fpl^ä^ 
rifd^e Dretcrf ni^t in ein S^^'^^^ übergel^en, fo ift 

CC + /9 + r <3 .1800 
2)al^er 

© a ^ : 5Die SEBinf elfumme bcä fpl^ärif c^en 5Dreiec!§ unb beS 3)reifantä liegt 
^mifd^en jroei Siedeten unb fed;S Siedeten. 

145. Um oerfd^iebene fpi^ärifd^e 3)rciede f, f , f berfelben Äuget^ 

beten fpl^ärifd^e ©jjejfe e, h\ b'* . , . fein mögen , ocrgleid^en ju fönnen, oer^ 
gteid^en mit fte junäd^ft einzeln mit bcr Hugel, gemäfe 143) 



F "" 720' F "" 720' F "~ 720 

morauä 

©a|: 3)ie^Iäd^en bejro. Slauminl^alte fpfjärifd^er 2)reiedfe berfelben Äuget 
uerl^alten fid^ mie il^re fpl^ärifd^en (?j§effe. 

146. ©el^ören bie 35reiedfe t)erfc^iebenen Äugeln an, fo ift 



iDoraug 



f 

F 


e 

720' 


f 
F' ~ 

f 


e' f" 
- 720' F" "■ 

— 11 i ' 


e" 
720 



ober 



f :f :f' :. . . =*F:*'F' : *"F" : . . . 

^t^^dtifc^e^ ^^ieCecft (^itgeCtiieCefft). 

147. 2lel^nlid^e ©ä|e roie bie feitl^erigen gelten für Sielfant unb zuge- 
höriges fpl^ärifd^eä 3SieIedf. 

Segt man burd^ je s^ci aufeinanber folgenbe Stral^len eineö Sünbelä oon 
n Stral^len eine ®bene, fo finb biefe n ßbenen bie ©eitenebenen eine§ n^Äantö- 
(iijfeitige förperlid^e (Sie), roeld^eö a\x^ einer, um 
feine ©pi^e befd^riebenen Äugelfläd^e ba§ t)on n-Sro^^ 
freiäbögen umgrenjte jugel^örige fpl^ärifd^e n'-ßtf 
augfd^neibet. ^txlt%X man bag n^Äant t)on einer 
Sante A auä mittels ber n — 3 2)iagonalebenen, 
roeld^e nad^ ben übrigen Tanten, mit 2luSnai^me ber ^fA^ 
beiben benad^barten , ju fpannen möglid^ finb, in 
n — 2 2)reifante, fo mirb aud^ bie gläd^e f beS ju^ 
gel^örigen Äugelrieledä oon ber 6dfe A auö burd; 
n — 3 2)iagonalgroPrei§bögen in n — 2 fpl^ärifd^e 
3!)reiede f | , fj , £3 . . . fn-2 jerlegt , unb eä ift ges 
mäfe 143) 
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f. ^i + /^ + /i - 180 

F ~" 720 

£2 __ eg^ -|- y-i -\- Si — 180 

"r""" 720 



fti_£ __ CCn-2 -\- fi2-\- V — ISO 

r "~ 720 



2)ie Slbbttion biefcr n — 2 ©Icid^ungcn gicbt 

_f__ <^ + /^ + y+...+/a + y — (n — 2)180 
r ~ 720 



F "" 720« 

t)a bcr Uebcrfd^ufe bcr SBSinfclfumme bcä fp^ärifdEicn n-.ßcfä über bic (n — 2) 180^ 
ietragenbc SBBinfelfumme beä ebenen roieber als fp^ärifd^er ßjjefe e bejcid^net 
TDirb; fomit 

®a|: S)ie fjflö«^^ «i"ßö fpl^ärifd^en SieledfS vtx^ait fid^ jur jugel^örigen 
^ugelfläd^e wie fein fp^ärifd^er @jje^ ju ad^t SRed^ten. 

ferner folgt: Sp^ärifd^e 35ieledfe betf elbcn Äugel Der^alten fidEi wie t^re ßjjeffc. 
S)iefelben Sä^e gelten für bie SRauminl^alte ber t)on ben Äugefoieledfen ab- 
gegrenzten zugehörigen 35ie(fante. 

Slel^nlid^e Folgerungen wie frül^er ergeben, ba^ 

(n — 2) 180« <:a + /9 + r + ...,+fi + v<n. 180«, b. 1^. 

®a^: 2)ie Summe ber SBinfel eineä 3SieIfantS ober fp^ärifd^en SSieletfs 
von n Seiten liegt graifd^en (n — 2) 180« unb n . 180«. 

3e Heiner ber fp^ärifd^e ®jje^ ift, befto me^r näl^ert pd^ ba§ fp^ärifc^c 

f 
SSieledf bem ebenen. 3ft « = 0, fo folgt -^ = 0, fomit F = 00 , b. 1^. bie Kugel 

gel^t in eine ®bene über, baS 35ieled ift ein ebenes. 

per f ttCet'fc^e $a%. 

148. 2)enft man fid^ ben allgemeinften ^all, bafe t)on einem beliebigen ^unft 
Tiad^ allen SRid^tungen beS 5Raum§ bie t)erfd^iebenften SSielfante auSftral^Icn unb 
t)ie jugel^örigen Äugeloieledfe gejeid^net feien, ettoa baburd^ entftanben, ba| t)on 
•einem beliebigen ^unft innerl^alb eines oon lauter ebenen 3Sieledfen oerfd^icbenfter 
2lrt umgrenzten Körpers, eines fogen. 3Sielfläd^nerS ober ^olpeberS, biefe SSielerfe 
burd^ ein Stra^lenbünbel auf eine um befd^riebene Kugel abgebilbet werben, 
^0 entftel^t auf biefer ein Sle^roerf t)on ebenfooiel fpl)ärifc^en 3Sieletfen, ®rofe= 
freisbögen unb KreujungSpunften, als ber SSielfläd^ner ^läd^en. Kanten unb ©dfen 
befi^t. ©inb biefe in ber S(^¥ s, k, e üorl^anben unb ift fm bie ^läd^e eineö 
fpl^ärifd^en m^ßdfs, beffen SBinlel ccm, /9m, ym-- - fein mögen, fo liefert 147) auf 
fämtlid^e SSieledfe angeroenbet bie s ©leid^ungen 
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fm «m + ßm + /m + . . . 


^(m 


2)180 


r 720 

fn C^n + /^n + ;'n + . . . 


-(n 


^ 2) 180 


P 720 



• • 



1) 



2)a bie ©ummc attcr f bic Äugelfläd^e auämadEit, fo folgt burd^ Slbbition 
F ^K /?, ;^ . . . ) — (m + n + p + . . .) 180 + 2 . 180 . s _^ 



F "" 720 

Scrücffid^tigt man, bafe bic ©rabfumme 2{a, ß,y , . .) fämtlid^er SBiclecfä-^ 
rotnfel, ba biefe um bic e ÄrcujungSpunftc l^ctumKcgcn unb an jcbcm Ärcujungä- 
punft bic in ber Slangentialebene ju meffenbe SBinfelfumme 360° ift, e . 360 
beträgt, ba^ ferner bie Slnjal^I ber SBiclccfgminlcI ober Seiten 

w = in + ii + p + --- = 2k 3) 

b. \ ber boppeften Äantenjal^I gleid^ ift, ba fid; beim Bwfömmenfc^cn ber ein= 

?\clnen Siclcdfe gum Sielfläd^ner bejro. jur Äugel jroei ©eiten ju einer Äante 

bejn). einem ©roPrciäbogen oereinigen, wäl^renb bie SBSinfeljal^l ungeänbert bleibt, 

fo folgt aus 2) 

e. 360 — 2k. 180 + 2. 180. s 

^~ 720 

oereinfad^t 

e — k -f- s ^ 

2 "" 

ober 

e + s = k + 2 4) 

b. \ 

© a 1 : 2)ie Slnja^l ber 6cf en unb gläd^en eineä Sielfläd^nerS ift um 2 größer 

als bie Slnja^l ber Äanten. (©ulerS Sa^ t)om ^ßol^ebcr.) 

148a. Slnbcrcr Seroeiä: Serbinbet man famtlid^e ®cfen beS aSielfläd^ncrö 

burd^ einen jum äuSgangSpunft jurüdffe^renbcn 3^9 ^^n ki Tanten , ber fid^ 

nid^t felbft burd^fc^neibct, fo ift 

e = ki + l 1) 

Sd^neibet man ben 3Sielfläd^ner nad^ biefem Äantenjug auf, fo ergiebt bie 
Setrad^tung beS 9ie|eS, ba^ bie 2lnja^l ber gläd^en um 1 größer ift als Die 
2lngal^l \i ber Äanten, bie nid^t aufgefd^nitten rourben:] 

s = k2 + 1 2) 

fomit, ba bie 2lnjal^l aller Tanten 

k = kl + k2 

burd^ 2lbbition t)on 1) unb 2) bie gefud^te Sejiel^ung 

e+s=k+2 

') Seonl^arb (guler, bcrül^mter HRatl^ematifcr, geb. 1707 in 33afer, 1725 in ?peterä= 
bürg, 1741 in ©erlin, 1766 lieber in ^Petersburg, roo er ein ober sroei Sa^^^^ fpötcr 
crbltnbete, o^ne feine ^l^ötigfeit aufzugeben bis ju feinem ^ob bafelbft 1783. 
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149. 3luä ber SSejie^ung w = 2 k folgt , ba^ bie SSielcdSroinf el ftetä in 
geraber älnja^I Dorfommen , ba^ fomit SSielede t)on ungeraber Seitenjal^I, beS- 
gleidden @cfen tnit ungeraber Rantm^dfyl nur in geraber älnja^I an ber Um^ 
gren}ung eines SSielflä^nerd 9(ntei( ^aben fönnen. 



^tabfnmmt bex TfUttAsv^inM eines 9^ie(^ili(itet5. 

150. Sie ift wie biejenige ber SBinfel beS fp^ärifd^en SRe|eä in 148) 
ebenfalls eine von e abhängige ©rö^e. SBirb bie Oberfläci^e bed SSielflädineTg 
oon Z3 ^reiecfen, Z4 SSierecfen u. f. f. gebilbet, fo ift bie 3ln}a^I s aEer SSielecFe 

unb bie Slnja^I w aller SBielecfSwinfel 

w = Sz^'\-4:z^-{-bz^-\- ... = 2k 

35a bie SBinfel eines ebenen n^ödfä (n — 2) 2R betragen, fo ift bie Summe 
aUer äSielecfSnjinfel in Steckten auSgebrüctt: 

N = 2 [(3 - 2) Z3 + (4 - 2) Z4 + (5 - 2) z, + . . .] 
= 2(3 Z3 + 4z4 + 5z5 + ...) — 4(z3 + Z4 + Z5 + . . .) 
= 2 .2k — 4s 
= 4 (k — s) fomit, ba nad^ ®uler k — s = e — 2 

N = (e — 2) . 4 R = (e — 2) 360<> 

alfo um 720° Meiner als bie ©rabfumme -2* (a, /9, r ") '^^^ ^SieledfSminfel ber 
fpl^ärifdEien Slbbilbung beS SBielfläd^nerS. 

151. 35aSfeIbe Ergebnis folgt auS ber Setrad^tung ber jentralprojeftioen 
2lbbilbung beS SSielfläd^nerS, ftatt auf eine fiugel, auf eine (Sbtnt. ^tht^ n-Qi 
beS 35ieIf[äd^nerS bilbet fid^ roieber als n^ßdP ah, bie SBinfelfumme ber 2lbbilbung 
beträgt alfo bicfelbe 2lnjal^I ©rabc rote biejenige ber 3SieIcdfe beS 35icIfIäd^nerS. 
SKan l^at nur ben ^rojeftionSmittcfpunft fo ju roäl^Ien, baj, um bie 21bbilbung 
fämtlid[icr SEBinfel ju erl^aften, fein 3^eil ber Slbbilbung ins Unenblid^e faßt unb 
fein 3SicIedf fidfi als ©erabe abbilbet. 35ieS roirb j. 33. errcid^t, wenn ^ProjeltionSs 
mittelpunft unb 35ielfläd^ner auf entgegengefe^ten Seiten ber Sifbebene liegen 
unb feine ber SieledfSebenen in il^rer 2luöbcl^nung burd^ ben 5ßroicftionSmitteI= 
punft gcl^t. Silbet fid^ ber 3SieIfIäd^ner als us®dP ab, in beffen S^ncreS bie S5ißj 
punfte t)on i (Sdfen fallen, fo ift bie ©efamtjal^I ber 3SieIpd^nercdPen 

e = u + i 1) 

unb bie ©rabfummc fämtlid^er 3BinfeI ber Slbbilbung fe^t fid^ jufammen 

1. aus ber boppelten Summe ber SSieledfSminfel beS us®dfS, benn bei 
jeber ber jul^örigen u förperlid^en ßdfen beS SSielfläd^nerS ergeben bie 
oom ^rojeftionSmittelpunft auS fid^tbaren 3SieIedfSn)infel baSfelbe 216- 
bilb n)ie bie oerbedten; 

2. aus ber Summe ber, um bie i ^nneneden l^erum liegenben SEBinfel, 
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ballet 

fomit wegen 1) 



N = 2(u — 2)2R + i.4R 
= (u + i — 2)4R 

= (e — 2) . 4R ... 



2) 



3) 



3te}ie9ttitgeit iwif^en ben Reiten nnb ^inletn bes $tei- Beim. yfiettianU. 

152. 35iefelben entfpred^en im affgemeinen benen beS ebenen SJrei^ bejro. 
aSielecfS; j. ». 

©a^: ©leid^en ©eiten liegen gleid^e aOäinlel gegenüber. 

Seroeiö: (Sä fei b = c. %aHt t)on einem be? gig. 108. 

Hebigen ?Punft A ber Rantt OA beS 3)rcifant§ 
— ABC baö 2ot AF auf bie gcgenüberliegenbe 
©eitenfläd^c a unb t)om S^feP^ntt F auf bie beiben 
übrigen Äanten bie Sote FB unb FC. 35ann ift 

OBXAF unb OBi.BF 

bal^er 

OBi.(ABF) fomit OBxAB 

unb bal^er 

<^ ABF ber Äeilroinlel /?, ä^nlid^ ergiebt ftc^, bag <^ ACF ber Äeilroinlel y 

2luS AAOB^AAOC folgt aber AB = AC 

fomit AAFBöaAAFC, unb fi = y. 

153. ©a^: 35er größeren ©eite liegt ber größere SBinlel gegenüber. 

Seroeiä. ®S fei b>c, bann ift AOAB unb fomit, wenn AAFB 
um AF in bie (Sbtnt beS AACF gebrel^t wirb, in bem ntn tni^ianhtmn 
A AB C ber 2lu&enn)infel /9>r. %xq. 108. 

154. ©a^: 3)ie ©umme groeier ©eiten eines 35reifantö ift größer alö 
bie britte. 




ScroeiS: gig. 109. @Sfeia>b>c. Slappe 
baS beliebige A A B um B auä ber ©eitenebene c 
in bie Sage B OD ber ©eitenebene a unb fd^neibe baö 
Sreifant burd^ bie gbene (ABDC). "^am ift 



gig. 109. 



ober 



AB-f-AOBC 

BD + AOBD + DC b. f). 
AODC 




2lnmer!ung: 2)ie in (148)— (151) entroicfelten Sä^e gelten im allgemeinen nur für 
SJielpd^ner mit auäfpringenben (fonücgen) @cten, bie nid^t ringförmig burd^brod^en finb 
ober ^b^tungcn im Snnern befi^en. 
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3l\xn f)aitn bic 3)rcie(fe AOC unb DOO jroei ©citcn entfpreddenb gleid^, 
bic brtttcn Seiten jebodEi ungleid^, fomit, ba ber größeren Seite ber größere SBinfel 
gegenüberliegt 

b><^DOC unb fomit audd b + c><^DOC + c 

b. ^. b + cl>a 



$ie Trensen bn ^eifenfitiitiiie. 

155. äSenbet man ben Dorl^ergel^enben Sa| auf baä Stebenbreilant be§ 
35reifantS — ABC an, fo folgt 

a<(180 — b) + (180 — c) 
njorauS 

a + b + c < 360 

b. 1^. bie Summe ber Seiten eines 2)reifantS ift Heiner als 360 ^ 

156. Sd()neibet man t)on einem n-^ant burd^ eine beliebige (Sbene eine 
n-'feitige ^P^ramibe ab, fo bilbet bie Summe S ber Seiten beS n«ÄantS mit ber 
Summe S^ fämtlid^er SBinfel an ben ©runbfeiten ber abgefd^nittenen feitüddcn 
35reiedPe bie ©efamtminfeffumme affer n feitlidden SJreiecfe, alfo 

S + Si = n.2R 

3l\in ift aber an jeber ber breifeitigen (Scfen, raeld^e bie Sd^nittebene mit 
bem n=Sant erjcugt, bie Summe ber beiben, in ben feitlid^en SJreiedfen Kegenben 
Seiten größer als bie britte ber Sd^nittebene ange^örenbe Seite, fomit oud^ 
bie ©efamtfumme ber feitli d^en 2öinfel Sj größer als bie SBinfelfumme S2 ber 
^^ramibengrunbfläd^e ; fomit 

S + S2<n.2E. 
unb ba 

S.2=(ii — 2)2R 

fo folgt 

S + (n — 2)2E.<ii.2R 
roorauS 

S<n . 2R— (n — 2) . 2E, 

ober 

S<4R 

b. 1^. bie Seitenfumme eines beliebigen 3SieIfantS ift Heiner afS 360°. 

157. Sd^neibet man batier irgenb ein 3SieHant nad^ einer Äante auf unb 
Happt, nad^bem bie übrigen Äanten mit bem SKeffer geriet finb, jebe Seite in 
bie @bene ber näd^ften, bis äffe Seiten in eine &btm ausgebreitet finb, bann 
mufe jroifd^en ben beiben Stral^Ien, bie aus ber aufgefd^nittencn Äante l^ert)orge^en, 
ein 3w5i^^l frei bleiben. 3!)aS SSielfant ift um fo flad^er, je Heiner, unb um fo 
fpi^er, je größer biefer S^^^^^ ift/ wnb bie Slnfd^auung ergiebt ol^ne weiteres, 
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bag baS SStellant in eine @bene, baS jugel^örige fp^ärifc^e SSielecf in einen @ro^^ 
freiä bejro. eine ^alblugelfläc^e ausartet, wenn bie ©eitenfumme 860° beträgt^ 
fein 3roicfel alfo me^r übrig bleibt, unb ba^ baä SSielfant ju einer Oeraben, ba^ 
jugel^örige fp^ärifd^e SSieledf ju einem ^unft jufammenfdEirumpft, wenn bie Seiten--^ 
fumme 0, ber Stiefel alfo 360° beträgt; fomit 

0<a + b + c + ...< 860° in ©orten 
©a|: 35ie ©eitenfumme eineä SSieffantS bejn). fpl^ärifd^en 35ieIecfS liegt 
i^roifdEien 0° unb 860°: 

158. %üx baä fpl^ärifdEie 35iefecf laffen ftd^ biefe ©renken anä) auf ber 
Äugel felbft, ol^ne 3wl^ilfenal^me beä SSielfantS feftfteHen. Sä^t man bie Seiten 
eines fpl^ärifd^en 3)reie(fS mel^r unb mel^r abnel^men unter SerücffidEitigung von 
154) — bie ©ä|e 152 — 156 gelten aud^ für baS fpl^ärifd^e SJreiecf itixo. 
SSieledf — , fo fd^rumpft baS fpl^ärifd^e 3)reied im Orenjfall, ba^ jebe feiner ©eiten 
oerfd^roinbet, jum 5ßunft jufammen. S^xk%t man bal^er baS fpl^ärifd^e SBieledf 
von einer ßdPe au^ in n — 2 3)reiedfe ober von einem beliebigen 5ßunft inner« 
l^alb an^ in n 3)reiedPe, fo ,ift mie für jebeS biefer 3)reiedPe, fo aud^ für bercn 
©umme, b. 1^. baS 3Sieledf, bie untere ®renje ber ©eitenfumme 0. 

Um bie obere Orenje ju erl^alten, üergleid^t man bie ©eitenfumme beS. 
3SieledfS mit berjenigen beS SJreierfS. 3)urd^ SBerlängerung ber beiben, burd^ 
©eite BC getrennten ©eiten AB unb CD bis iixm ©d^nitt in Q gel^t baS n-Mi 
in ein (n — l);®df über, beffen ©eitenfumme biejenige beS nsßds übertrifft, ba 
im angefügten A B Q C bie überroad^fene ©eite B C < B Q + Q C , bie ju* 
mad^fenben ®tüit. ©e^t man biefeS SSerfal^ren fort, fo roirb mit abnel^menber 
Seitenja^l bie ©eitenfumme immer größer; fd^liefelid^ erl^ält man ein Äugel« 
i^roeiedP, beffen ©eitenfumme 360° beträgt unb fomit größer ift als biejenige 
fämtlid^er SSieledfe, auS benen eS entftanben ift. 

Pie ptft^a^oxaif^en {ptaionif^cn) ^dxptt. 

159. 2luS ber Kenntnis ber oberen ©renje ber ©eitenfumme ergiebt fid^ 
bie 3^^^ i>^^ regelmäßigen 3Sielfläd[)ner im engeren ©inn, ber fogen. pptl^agoräifd()en 
ober platonifd^en Äörper. JSWegelmäßig l^eißt bie ©tereometrie einen 3SielflädS)ner, 
beffen fämtlid^e Kanten, SSieledfS; unb Kantenroinfel, furj beffen fämtlid^e gleid^? 
artigen ©lieber, auS benen er aufgebaut ift, gleich finb. @S beftel^t alfo eine 
^öl^ere ©leiddgliebrigf eit , als bei ben Körpern beS regulären Krpftallf^ftemS. 
©änttlid^e umgrenjenben SSieledfe, beSgleid^en fämtlid[)e förperlidjen ©den finb 
regelmäßig unb fongruent. 

3lft ber 35ielfläd^ner umgrenjt von fongruenten 

a) gleid^feitigen 35reiedfen, fo fönnen bie Gdfen fein 

1. reguläre 3)reifante, ©eitenfumme 3 . 60°: 

3!)aS reguläre 2^etraeber, eine reguläre breifeitige ^Ppramibe, auc^ 
reguläres aSierflad^ genannt, umgrenjt oon 4 gleid^feitigen Sreieden, mit 
4 SJreilanten unb 6 Kanten. 
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2. reguläre SBierfante, Seitenfumme 4 . 60°: 

3!)aS reguläre Dftaeber, eine reguläre t)ierfeitige 2)oppeIp9ramibe, 
aud^ reguläres äld^tflad^ genannt, umgrenjt von 8 gleid^feitigen ^reieden, 
mit 6 SSierfanten unb 12 Kanten. 

3. reguläre ^ünffante, ©eitenfumme 5 . 60°: 

3!)aS reguläre S^^faeber, aud^ reguläres 3wanjigfIadE| , umgrenzt 
von 20 gleid^feitigen SDreiccfen mit 12 günffanten unb 30 Äanten. 

reguläre Sec^Sfante, Seitenfumme 6 . 60° = 360°, unmöglid^. 

b) Duabrate, fo fönnen bie Scfen fein 

4. reguläre 3)reifante: Seitenfumme 3 . 90°: 

3)aS reguläre §ejaeber, ber SEBürfel ober reguläres ©ediSflad^, 
umgrenjt von 6 Duabraten mit 8 SJreifanten unb 12 Äanten. 

reguläre SSierfante, Seitenfumme 4 . 90° = 360°, unmöglid^. 

c) reguläre %ixn^tit, fo tonnen bie (^dm fein 

5. reguläre 2)reifante, Seitenfumme 3 . 105°: 

3!)aS reguläre 35obefaeber ober Swölfftad^, umgrenjt oon 12 regu- 
lären günfedPen mit 12 günffanten unb 30 Kanten. 

reguläre SBierlante, Seitenfumme 4 . 105°, unmöglid^. 

2luS biefer Unterfud^ung folgt fomit ber 

Sa^: @S giebt nid^t mel^r als fünf regelmäßige 3SieIfIäd^ner im engeren 
Sinn: 2^etraeber, SEBürfel, Dftaeber, 35obefaeber unb ^^ofaeber. 

160. SSon il^nen finb nur 2^etraeber, SBürfel unb Dftaeber jugleid^ aud^ 
IrpftaHograpl^ifd^e formen, 2)obefaeber unb Sfofaeber bagegen nidE|t, benn für 
fie ergiebt fidE) bei ßugrunbelegung eines 2ld^fenfreujeS ein irrationales ^ßara^ 
meteruerl^ältnis. 2)aS ftereometrifd^e 3)obefaeber mit burd^auS gleid^en Keil: 
minleln ift bal^er rool^I ju unterfd^eiben t)om frpftaffograpl^ifd^en ^entagonbobefa- 

cber j — ö — I tnit ungleid^en fieilroinf ein , ebenfo baS S^of^J^i^^^^ ^on ber i^m 

äl^nfic^en frpftallograpl^ifd^en Kombination beS ^entagonbobefaeberS unb Dfta^ 
eberS im ©leid^gemid^t. 3)aS 3Jleffen ber Keilroinfel mittels beS ©oniometerS 
^iebt fofort bie @ntfd^eibung. 

Slufmerffam fei gemad()t auf bie gleid^e Kantenjal^I, bagegen Dertaufd^te 
Gdfens unb ^läd^enjal^I bei 9Q3ürfeI unb Dftaeber, 35obefaeber unb ^fofaeber. 
^aS 3^etraeber l^at &dtn unb ^läd^en in gleid^er S^¥' 

^xtietpnnU nnb jK^fenftteit} hex p^t^a^ox&if^en ^ixpex. 

161. Statt, mie in ber Kr^ftaHograpl^ie oon ben Sld^fen auSgel^enb, bie 
©leid^gliebrigfeit abzuleiten, ift l^ier unter 3SorauSfe^ung ber ©leid^gliebrigfeit ber 
9ladE)n)eiS eines 3JlitteIpunftS unb SldE^fenfreujeS §u fül^ren. (Srrid^tet man in ben 
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5KittcIputtftcn unb 0' jrocier fongrucntcr, nad^ 
bet ^ante AB jufammenfto^enbet SSielede bie 
Sote auf legieren, unb Dctfdiicbt ftc paraM nad^ 
FX unb PY burdd bcn gcmeinfdiaftlid^en gu^-- 
punit F ber t)on unb 0' auf AB gefätttcn 
Sotc, fo liegen FX, FY, OF, OF alä SKittel-^ 
lote ju AB in ber 3RittcIIotebcnc biefer ©trccfe. 
^ie auf bcn beiben SBicIcdfen errichteten Sote 
liegen fomit auä) in i^r, unb fd^neiben ftc^ bal^er 
in einem ^ßunfte S. 3!)iefc Setrad^tung von SSietedf 
^u aSielerf fortgefe^t, folgt: 

@a$: 2)te in ben Wittelpunften ber SSieledfdfiäd^en auf te^teren errid^teten 
Sote gelten fämtlid^ burd^ einen eingigen $unft S, ben 3RitteIpunIt , im ^i^^^^ 
beS S^ielflöd^nerd. 

®ie in ben 5KitteIpunften paralleler ^lädj^en errid^teten Sote fallen fomit 
pfammen. 




162. äuS A SOF ^ A S 0' F . . . folgt 

A SOB^ ASOC^ASOC. „ 
ASOF^ASOG... 



ff 



SO = SO'. . . 

SB = 80 = SC' = .. 



r 

bal^er: 

©a$: 3)er 2Kittelpunft ber regulären SBielflädEiner ^at Don allen ©rfen, 
Tanten unb Seitenflächen je gleid^e Entfernung unb ift ba^er 3Rittelpunft breier 
fongentrifd^er Äugeln: ber umfdEiriebenen Äugel burd^ bie ®dPen, ber bie Äanten 
in beren SKitten betti^renben Äugel unb ber einbefd^riebenen Äugel, weld^e bie 
Seitenfläd^en in beren 3Rittelpun!ten berül^rt. 

163. 3Dlit $ilfe ber Äongruenj redl^troinfliger Sdl^eitelbreiede ergiebt ftd^, 
bajs alle t)on ber Dberflädj^e begrenzten, burd^ ben SRittelpunft gezogenen Stredfen 
in biefem halbiert werben, diejenigen biefer fogen. 3)urd(|meffer, meldte (Segen- 
erfen, SBielerfä^ ober Äantenmittelpunfte oerbinben, ^ei^enSldfifen; unter il^nen giebt 
cS ftetg brei gleidl^grofee , i^u einanber fenfred^te unb gleid^rtige, b. f). entroeber 
nur @den ober Tanten ober ^läd^en oerbinbenbe, bie fogen. ^auptadl^fen, i\ugleid() 
Spmmetrieadlifen ber 33ielfläd(|ner. ©ie üerbinbcn im Dftacber bie @egened(en, im 
Xetraeber, 3)obefaeber unb Sfofaeber bie 3Ritten von ©egenlanten, im SBürfel 
bie SKittelpunfte ber ®cgenfläd^en. 

164. @emä^ ben @igenfd(|aften ber regulären SSielflädj^ner finb bie ©rei* 
fante A — BSD, B — CSA, C — DSB, D — ASC fongruent, unb ba je jjroei 
berfelben einen Äantenroinfel gemein l^aben, fo folgt, bajs bie an biefen fianten 
liegenben ßrfen in einer ßbene liegen. AB CD ift bal^er ein tb^m^ 3SieredP mit 
lauter gleid^en Seiten unb aOäinfeln, b. 1^. ein Quabrat. "^äüi man auf bie 
ebene beäfelben baS Sot SO, fo folgt au^ 

ASOA^ ASOB^ A SOC^ ASOD 

Qantvhtd, Stfreometrte. 7 
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ba^ ber ^^punft ^tagonalfd^nitt beS üuobtats ift, unb aus 

A ABC^ A ASO^ ABSD, 

bafe OB = OS b. ^. aWittelpunft be« Dftacbcrö unb ba^ 

-^ABC = ^ASC = <^ BSD = 90° 

b. f). njirb burc^ SSerlöngerung von SO um fid^ felbft bis S' bie quabrattfd^e 
reguläre ^P^ramibc 8 — AB OD jum Dftaeber ergänjt, fo jtnb bie ©d^nitte beö= 
fetten mit ben brei ^auptad^fcnebenen fongruente Ouabrate mit ber Äante k al% 
©eite unb bie brei ^auptad^fen finb ju je jweien diagonalen biefer Duabrate. 





3eid^ne ba^er, nad^ ben frül^eren Siegeln, baä Quabrat AB CD in ^Parallel'- 
perfpeftit)e mit Steigung 60 ^ unb 3Serfürjung auf -^ entroeber fo, ba^ groeiparattele 

Seiten querlaufenb in raal^rer ©röfee k crfc^einen unb bie 3)iagonaIen Derfürjt 
finb, §ig._lll, ober fo, ba^ eine 2)iagonaIe alä Ouerad^fc in realerer ®rö|e 
2a = l/^. k erfd^eint, roä^renb bie ©eiten t)erfürjt finb, gfig. lila. S^rägt 
man auf ber im 3)iagonalfdE)nittpun!t errid^tetcn, ftetS unoerfürjtcn 3ScrtifaIad^fe 
beiberfeits a ab unb jict)t oon ben Snben S unb S' auS bie 5ßoIfanten, fo erl^ält 
man bie am t)äufigften abgebilbeten, um 45 ° gegencinanber gebrcl^ten ©telTungcn 
beS Dftaeberg. 

2)ie Slabien R, p, r ber umfd^riebenen , fantenberül^renbcn unb cin6e= 
fddriebenen Äugel finb 

l/T k 



R = a = 



.k 



p = 0¥ = 



r = Q ift Äatl^ete be§ red^troinlligen A S Q 0, baS bie §albadE|fe a j\ur ^ppo^ 
tenufe unb -^ber ööl^e SF beS gleidjfcitigen A ASB jur anberen Äatt)ete ^at; 



bal^er 



+( 



3 



1/3 



y=(¥o 



^— k V tooraug r = y^^- . k 
2^7 6 



Seidene r al§ mittlere proportionale mittele r^ = k . 
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165. 3!)ie §auptaci^fen, rocld^c bic 3Kittclpunfte ber brci 5ßaare paraMer 
©cgcnfläd^cn ücrbinbcn, laufen bcn brci ju einanbcr fenftcd^ten ^araffetcnfd^arcn 
t)on je Dier SBürfcIIanten parallel unb finb ba^cr je gleid^ ber SBürfelfante k. 
3)ie t)on einer @dPe ber @runbfläd()e an^ gezogene äBürfelbiagonale D bilbet mit 
ber burd^ biefelbe ®cfe gel^enben diagonalen d ber ©runbpäd^e unb ber bie Snb^ 
punfte t)on D unb d »erbinbenben SBürfeßante k ein redjtroinfligeS 35reiecf, 
in TOeld^ent (gig. 113) 

fomit 
unb ba^er 



D' — d' + k» 


aber d« — k« -f k« 


D» — 3k^ 


luorauö D l/3 . k 


D-^^ll, 


k l/2 1 




$a5 ^eftaeiiet. 




166. 2)ie ßbene burd; bie ®nbpunfte A, B, C ber Äanten einer, von 
brei gleid^feitigen 2)reiccfen gebilbeten förperlid^en @dPe D erjeugt an biefen 
6nbcn brei unter ftd^ unb mit D fongruente, 
gteid^feitige @cfen unb umgrenj^t fonad^ mit ber 
(Scfe D einen burd()au§ gleicEigliebrigen SSie^ 
fläd^ner, baö 2^ctraeber. SSerbinbet man bie 
aKitte E einer Äante A C mit bcn ©nbpunf ten ber 
©cgcnfante BD, fo ift als ^'6f)t im glcid^feitigen 
3)rciecf 

BEJ_AC unb DEXAC 
bal^er 

(BED)^AC „ BD^AC 

b. f), ^^ 

Sa^: 3)ie ©egenfanten beä 3^etraeberg [teilen fenfred^t §u einanber. 

167. 2)tt unter ben ©liebern beS 3^etraeberS nur bie Tanten in ber 3^^! 6 
oorfommen, fo ift ju vermuten, bafe bie ^auptad^fen bie 5Kitten ber brei $aare 
©egenfanten ücrbinben. 3iun ift in bem von jroei ^^5aar ©egenfeiten gebilbeten 
minbf d^ief en SSieredf A B — C D 

HJ II LK II AC beägleid^en HL || JK || BD 

bie 3Ritten H, J, K, L ber ©egenfeiten biefeS roinbfdliiefen aSieredPö liegen bal^er 
in einer ®bene unb finb bie ©den eines Parallelogramms. 3)a aber 

H J = LK = -^ AC besgleidj)en HL = JK = ^ BD 

.^328340 
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ferner 



AC = BD unb ACXBD 



fo iftHJKL fogar ein üuabrat. ®e^nt man biefe Setrad^tung au^ bie roinbs 
fd^iefen SSieredfe AB — DC unb AC — BD auS — je groci ber brei ?ßaar 
@egen!anten be3 Setraeberd fönnen ate @egenfeiten eines n^inbfd^iefen SSierecfd 
betrad^tet werben, — fo jeigt fid^, ba^ bie brei SSerbinbungögeraben ber SRitten 
ber (äegenfanten beS 2^etraeberS gu je gweien, diagonalen ber brei Duabrate 
jinb, bie t)on ben SKitten je jroeier ^Paare ©egenfanten gebilbet werben, ©ar-- 
aus folgt 

@a$: 3)ie brei 3SerbinbungSftredfen ber 5Kitten ber ©egenfanten eineä 
regulären 2^ctraeber§ finb gleid^ lang, l^albieren fid^ gegcnfeitig unb ftcl^en auf? 
einanber fenfred^t. 

Sie finb bal^er al§ bie $auptad^fen beä 2^etraeberd ju betrad^ten. 

168. 35a B E = E D als ^öl^en longruenter gleid^f eitiger SJreiede, f o ift 
AB ED gleiddfd^enflig. Serbinbet man.bal^erE mit ber 3Kitte F von BD, fo 
folgt EF ± BD, aber aud^ EF ± AC, ba (BED) ± AC, fomit 

©a|: 3)ie §auptadS)fen finb bie fürjeften ©ntfernungen ber (Segenfanten 
beS S^etraebcrS. 

169. Segt man bal^cr burd^ jebeS $aar ©egenfanten bie ^Parallelebenen, 
fo erzeugen biefe einen SBürfel, in meld^em bie 2^etraeberfanten als bie jmifdEien 

ben abroed^felnben SBürfcIerfen gezogenen SJia- 
gonalen ber ©eitenfläd^en erfdfieinen. ®a bie Sldl^fe 
beS S^etraeberS guglcic^ Sld^fe beS bem 2^etraeber 
umfd^riebenen SEBürfelS ift, fo gel^t man am beften 
oon biefem 3BürfeI auS, um baS S^etraeber in ber 
üblid^en Sld^fenftellung ju jeid^nen. 3lud^ jur @r= 
mittelung beS 3laumin^altS beS 3^etraeberS fann 
ber SEBürfel benü^t werben: 3Kan l^at oon il^m 
oier fongruente breifeitige ^^ramiben abjujie^en, 
welche bie §älfte einer 9Q3ürfelfIäd^e jur ©runb; 
ftäd^e unb bie SEBürfelfante gur ^öl^e f)abtn, 
3!)ie Sld^fe beS S^etraeberS hzi^vo. feines umfd^riebenen aOäürfelS ift bie ©eite 
eines DuabratS, beffen diagonale bie 2^etraeberfante k ift. 

©rinnert fei nod^ an o" • ^ ^ oo unb oo oo . ^ , fiel^e 119). 
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170. 3!)ie SBürfelbiagonale MQ, roeld^e bie gegenüberliegenbe 2^etraeber= 
fIädE)e NTS in P treffen möge, bilbet, ba 

AMNQ^ AMSQ^ AMTQ 

mit ben Äanten ber SBürfelecte M gleiche Söinfel, bal^er ift aud^ 

A MPN ^ A MPS ^ A MPT 
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^*""'* PN = PS = PT 

unb 

<tMPN = <^MPS = <^MPT = 90" 
b. ^. 

3)aS ©tücf QP bcr SBürfelbiagonale ift bie Don bcr ®tfc Q auf bic gcgen-- 

übcrliegcnbe gläd^e NST gcfäHtc §ö^c bcS 3^etracbcrS. ®cr gu^punft bcr $ö^c 

ift bcr 3RitteIpunft ober ©d^roerpunft ber 2^ctraeberflcid(|e. 3)iefe Setrad^tung 

gilt für alle üier SEBürfelbiagonalcn, fomit 

©a$: 35ie $ö^en be§ 2^etraeberS fd^ncibcn fic^ im Sld^fenfrcujmittclpunft, 
bem fogen. ©d^toerpunft. 

171. 3luä AMPNooAMNQ folgt (?Jig. 113) 

MP _ MN^ _ MN 

MN ^ MQ "" \/3 MN" 

toorauS 

MN l 1 



bal^er 



MP= ^_ ^ ^ . i/3-MN= 3 MQ 



QP= — MQ 



2 

b. f). bie 3^etraebcr^öl^e beträgt -g- ber diagonale beä umfddriebencn SBürfefe, fo-- 

mit, ba bie SBürfelbiagonalen gteid^ finb, 

_ « 

©a^: 35ic $öl^cn eines regulären 2^etraeberä finb gleid^. 

Der ©d^nittpunlt ber SBürfelbiagonalen MQ unb UN ift Sld^fcnfreuj^ 
mittelpunft ©ig. 118), alfo 

MQ = 2M0, 
bal^er gemä^ oben 

MP = 1^ MO 

unb 

0P = y OM = l OQ = J PQ 

b. f). 

©a$: 2)er ©d^merpunft beS 3^etraeber§ teilt bie §öl^en im Serl^ältniS 1 : 3, 
fo ba^ ber größere 3lbfd^nitt ber @dPe ju liegt. 

172. »emeiS ber ©ä^e 170) unb 171) o^ne Senü^ung be§ SBürfelä: 

%äüt AEX (BCD), fo ift 

A AEB ^ A AEG ^ A AED 
ba^er 

EB =EC= ED 
b. f). 

E ift ber ©d^roerpunft beS AB OD. 2)ie ^Jugpunfte ber §ö^en ftnb 

fomit bie ©d^merpunfte ber 2^etraeberfläd^en. 
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ebene (BAE) fc^neibet fomit (BCD) unb (CDA) nad) ben Sd^wer^ 
linien BG unb AG. 3)a aber bie §ö^e von B bie ©egenflädie im ©d^roer- 

punft F trifft, fo liegt BF in (ABE) unb fc^neibet 
beider AE in einem $un!t S. 

3tnn Derl^ält ftd^ 




GE GF 






GB GA 






EF AB 


unb 




SE EF 


GE 


1 


SA AB 


GB "" 


3 



bal^er 

fomit 

b. f), je jroei $ö^en fd^neiben fid^ im ^erl^ältnis 
1:3, fomit f d^neiben fid^ alle in einem einzigen 
$unft S naä) biefem 33erl^ältniS. 
®ie ©leid^^cit ber ^bl^en folgt auä A AEB ^ A BFA u. f. f. 

173. Stuä gig. 113 folgt, votnn k unb 2a bie Äanten eineä 2^etraeberö 
unb feines umfd^riebenen 3öürfelö finb: 

NS = 1/2". MN ober k = [/^2. 2 a 



moraud 

2^etraeber^ö^e 
femer 

ober aud^ 

unb 

ober 

enblid^ 



2a=J^k 



h=: 



3 



MQ 



/"; 



. [/S.2^ = ±^ 



1 ^^ 1 

r =-g- OQ = -3- . i/3a 

_1. _ 1/6 V 



3 

12 



R= OQ 



R = 



h = 



12 
= 1/3 a 

_ 1/6 



_ l/'6 



Q = -r MN = a 



1/2 



2luö gig. 114 mürbe fid; h 6eredE)nen, mittels ber 5DreiedPe AEB ober 
AEG; im erfteren märe 

2 k . /^:^\2 2 



h^ = AB^ — BE^^k^ 



( 



1/3 



3^ :- -3- k« U. f. f. 



pa5 pobeftaeber« 

174. gig. 115: ®ie Sld^fen »erbinben bie SKitten breier $aare paralleler 
Äanten ober ^ünfedfeiten k unb finb biefen parallel. Sl^re Oröje 2 a bercd^net 
fid^ au^ k mittels eines ebenen ©dE^nittS burd^ gmei ber Sld^fen, ber ein gu le|teren 
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jpmmctrifd^cä @ec^§ecf liefert, in weld^em AB || OD pnfecffeitcn, AE||DF 
unb BF II EC bic §öl^e h ber regulären günfecffeitenfläd^en beS 3)obefacberö 
barftetten. Stelle BG || OS, bann ift in bem red^tTOinfligen A BGF 

BG^ + FG' = Br« = BH« — FH'^ 1) 

Sie 3^i<^www8 ^^^ regulären ^nfecfä a\x^ ber ^antt k giebt: 

HQ« = NH(NH -QH) 

ober 

k^ = d (d — k) 
roorauö _ 

BH = d=^-t^.k 2) 

^\xxd) (Sinfe^en von 2) in 1) folgt 



n)orau§ 



«■+(«- i-)"=(^^)'-(i) 



1 _|_ j/g -|_ 4 j/5 1 _|_ 2 + l/5 

gemäjs 175) unb 



a = j k = j k 



b. ]&. 

2a = d + k 3) 

fomit 

©a^: 2)ie ^auptaddfe ift gleid^ ber ©umme ber 35iagonaIe unb ©eite ber 

regulären ^^nfecffeitenfläcl^e. 

175. 3)ie Umformung oon y 9 -\- 4: \/h gcfcf)iel^t nad^ bem SSerfai^ren, 

eine SBurjelgröfee oon ber %oxm va. + l/b in bie ©umme jroeier SBur^eln 
p jerlegen. ©g fei 

• l/a + l/b" =1/7+1/7 
fo folgt quabriert • 

a + V/r=x + y-f2l/^ 

bal^er 

x + y = a 1) 

21/^7=1/^" 2) 

l^ierauä, nai) bem üblid^en 3Serfal^ren 

(x + y)V=a« 

4 xy = b 

(x-y)' = a' -b~ 

X — y = l/a" — b 3) 

3luä 1) unb 3) 

X = Y (a + l^a' — b ) y = T (a— l/a' — b) 
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X 

ba^er 



3n unfcrcm %aü ift a = 9, b = 



16 . 5 unb fomit 



— 80 ) = 



1/9 + I/8Ö =1/5 +2 



176. 3^i^*iw^^9 ^^S 3!)obcf acberS : ®urci^ ftetigc Verlängerung ber geg. 
^ante k ergiebt ftd^ bie diagonale bed regulären ^nfedfg unb ^ieraud gemäjs 174) 
bie äld^fe 2 a beg ^obefaeberd. 3i^^^ i^ ben @nbpunften bed in ^araUel^ 
perfpefttDc gejeid^neten Slci^fenfreujeö — jroei fenfrec^te gletd^gro^e SCd^fen in ber 

3eicl^nungäebene , ^5^9-115» ^'^ ^'^it^ß »wi* Steigung 30° unb 3Serfiirjung -g, 

giß. 115. 



^ 


S B 


/^ 






•\*iä*\ 


3? \ 




<7 :| 




c 


t 


V : 




:Er T :k: 



ftel^e 111) — bie brei ^aare ben Sld^fen paralleler Äanten unb ermittle mit 
$ilfe ber SJebenjeid^nung in jeber ber burc^ bie ßnbpunftc festerer beftimmten 
SJobelaeberfläcl^en bie beiben fel^lenben ©dfen nad^ ben ©ä^en ber ^ßarallelperfpeftiüe 
über bie ^Proportionalität unb ^arattelität oon ©tredPen. ©egenecfen beftimmt 
man mit $ilfe t)on 3)urd^meffern. 
©de Q' ergiebt fid^ j. 83. auS 

BL' = BL unb Q'L' : QL == H'F : HF = (1 : 3) 

177. 2)ie Slabien ber brei Äugeln ergeben fid^ ju 
3 + l/5r , 



p = a 



R 



= OB=l/ 



a^ + ^ - 



I/18 + 6I/5 



k = 



1/15 + v/3 



4 4 ^ — 4 

unb mit §ilfe bcS §albmefjerä q> beö S^^if^ifßö be§ regulären günfedfä 



k 



,. _ ± |/ 5 + 2 1/5 



ergiebt fid^ 



= l/a^ — 



»'2 



2)oS SSiclfant unb bie ÄugcL 



10^ 



^]/(i+^)\._±+^ 



k' 



__ 1^ 1/ 25 + 11 1/5 
— 2 •'^ 10 



Pas S^lofaeiiet. 

178. 5Dic Sagenuer^ältniffc bcr 2lcf)fen finb btcfclben wie beim 5Dobefaeber. 
Seber ^auptad^fenfcl^nitt liefert ein ju biefen Std^fen fijmmctrifci^eä @edE|8ecf, in 
roeld^cnt AB # CD bie Äante k, BF#EC 
unb AE # FD bie §ö]^e h ber regulären SJrei- 
ecffeitenfläci^en ift. 3^^^* man ba^er wieber 
BG II SS', fo ift im red^troinfligen A BGF 

n)orau§ _ 



ober 



b. ^. 



a = 



2a = 



4 

1 + 1/5 



k = d 




© a ^ : ® ie ^auptac^fe ift bie 3)ittgonaIe eineä regulären ^nf ecfg t)on ber 
fiante k. 

SJiefeä ©rgebniö folgt aui) unmittelbar barauS, bafe jebe ber Don fünf 
gleid^feitigen 2)reiecfen gebilbeten Sdfen, als ^^ramibe betrad^tet, ein reguläres 
^nfedf t)on ber Äante k jur ©runbfläci^e ^at, in roeld^em je eine diagonale einer 
^ouptaddfe parallel unb gleich ift. 

35urd^ 3Serbinbung ber fjroölf ßcfen, roeld^e man erl^ält, wtnn man nad^ 
Seid^nung beS 3ld^fenfreujeS burd^ bie ©nbpunfte ber Sld^fen als Äantenmitten 
bie brei ^aare ben Sld^fen paralleler Kanten jiel^t, entftel^en bie fe^lenben Äanten 

beS 3fofaeberS. gig. 116: OK = -g- OS, UV = AB, PW = ^ ^^ 

179. 2)ie SRabien ber brei Äugeln ergeben fid^ ju 

1 + 1/5^ ,. 
^ = a = 2 k 

R = OB 



= l/.. + il =l/l«+|k2: 



öi>cr 3 l/' 3 + l/l5 



k = 



3 + 1/5 
4 1/3 



k 



12 



k 
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180. 3w iebcm ®retfant U^vo. fp^ärifd^en 3)reiccf giebt c8 ein t^nt j\u^ 
■gcorbnetcä fogcn. ^olars ober Supplcmentärbretfant bcjn). «brciecf, bcffcn ©ctten 
unb SBittfel mit bencn bc8 erften in enger Söed^felbejiei^ung ftel^cn, baS bal^er 
bei uielen Slufgoben ein roid^tigeS Hilfsmittel bietet. 

35aä im 3KitteIpun!t auf ber Slequatorebene erridjtete 2ot trifft befanntlic^ 
bie Äugeloberflädje in ben beiben ^olen. Setrad^tet man bemnad^ bie Seiten- 
fläd^en beS 35reifantS als Slequatorebenen, fo bcftimmen bie j|u il^nen im ©d^eitel 
«rrid^tcten ©enfred^ten auf ber jemeiligen Äugell^älfte, nad^ roeld^er l^in baS 2)rei- 
fant bejm. fpt)ärifd^e 3)reied liegt, bie ßrfen beS ^olarbreierfs unb ftnb felbft bie 
Äanten beä ^olarbreilantS. ^n il^rer Slüdfoerlängerung bilben fie bie Äanten bes 
ipolargegenbrcifantä unb treffen bie Äugel in ben ßdfen beö ^olargegcnbreiedfs. 



gig. 117. 




181. 3)a jebeö SJreifant auSfd^Iiefelidji oon 
äiJintelgrö^en abl^ängt, fo bleiben bie ä3e)ie^ungen 
jmifd^en 3)reifant unb ^olarbreifant ungeänbert, 
roenn le^tereS parallel cerf droben, bie juüor ge-- 
meinfd^aftlid^c ©pi^e S nunmej^r für baä ^olar^ 
breifant in einen 5ßunft S' innerl^alb (roarum?) 
beä SBinfelraumS S oerlegt mirb. 3)ie oon S' auf 
bie ©eitenfläd^en oon S gefällten Sote finb als- 
bann bie Äanten beä ^olarbreifantä unb fd^liejjen 
bie Seiten a\ b', c' beäfelben ein; bal^er folgt, 
meit SBX S'A\ SBX S'C u. f. f., 
bafe SBXb', SC^c', SAXa', 
b. ^. S — AB C ^olarbreifant ju S' — A'B' C\ 

jomit 

Sa^: 3ft ein 3)reifant ^olarbreifant eines anberen, fo ift aud^ baS 

te^tere ^olarbreifant beS erfteren. 

182. Hieraus folgt, bafe bie SeitenflädE^en eines 3)reifantS bie Äeilroinfel 
feines ^olarbreifants auSfd^neiben, unb ba bie Kanten einer Seite auf ben 
Sd^enfeln beS oon biefer Seite auSgefdE^nittenen ÄeilminfelS beS 5ßolarbreifantS 
fenfredEjt fte^en, j. 33. S'A' X A'B unb S'C ± C'B, fo ergicbt ftd^ 

1. wenn S' als 5Dreifant unb S als ^olarbreifant betrad^tet roirb, auS ben 
ÄreiSoierecten S'C AB', S'A'BC, S'B'CA' mit ben ®urc^meffcm 
S'A, S'B, S'C, ba^ 

cc + Si' = 180° /9 + h' = 180'> / + c' = 180° 

2. voznn S als 35reifant unb S' als ^olarbreifant betrad^tet mirb, auS 
ben ÄreiSoieredfen SCA'B, SAB'C, SB CA bafe 

a + a' = 180° b + // = 180« c + / = 18Ö« 



^a^ ^iellant ttnb bie lugeL 
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ballet 

®a|: ®ntfprccl^cnbc Seiten unb 9B3in!eI eines ^reifantä unb feines ^olat-. 
breilants ergangen fxd) ju j\n»ei Sted^ten. 



183. ^iefe äSegiel^ungen ergeben fid^ and) ol^ne ^araUelDerfd^iebung beS 
einen 3)rei!antS. SBäl^Ie bie jur Äante SA fenlred^tc Äeilroinfelebene a jur 
3eic^nungSe6ene , bann finb, ba SB unb SC bie Seiten-- 
fläd^en c unb b barfteffen, SB'J.SC unb SC'XSB gig. 118. 

bie 6eiben 5PoHanten, weld^c bie Seite a' beS 5ßoIarbrei= 
fants einfd^Iie^en. 5Run ift 



unb ba 



jo folgt 



a -\- X =■ a -\- fi roorauS X=^ fi 

a,' — l= 90 

a + fi= 90 



0,' -j- C£= 180 u. f. f. 




3)iefelben Sä^e gelten für fpl^ärifd^eS 2)reiedf unb 
"^JJolarbreiedf , fobalb um bie Spieen ber 3)reif ante kugeln 
befd^riebcn werben. 

184. Slbleitung ber Sejiel^ungen jroifc^en fpl^ärifc^em 95reierf unb 5ßoIar= 
breicc! auf ber Äugeipäd^e felbft: 



Sig. 119. 



A' 



£-'- 



M, B', C feien bie «ßole ber 5Dreiedffeiten 
BC, CA, AB. Biel^e bie ©ro^reisbögen AB' 
unb A C (wo ift auf ber Äugelflädie bie ßirf eis 
fpi^e einjufe^en?), bann ift 

Sogen AB' = 90^ weil B' 5PoI t)on AC 
Sogen AC = 90« weil C 5ßoI t)on AB 

bal^cr l^at A t)on jwei 5ßun!ten ber ©ro^freiSebene 
B' C bie Entfernung 90« ober, xotnxK S ber Äuget- 
mittelpunft, A S X S B' unb A S J_ S 0\ bal^er 
AS 1_ (BSC), b. ^. A $oI t)on B'C u. f. f. 

<^ A' werbe gemeffen burd^ ben jugel^örigen Slequatorbogen ED, bann ift 

CE = CB + BE = 90« weil C $oI t)on A'B' 

BD = BC + CD = 90« weil B ^ol t)on A'C fomit 




(BC + BE + CD) + BC = 180« 



ober 



DE + BC = 180« ober a' + a = 180« u. f. f., 



b. 1^. entfprcd^enbe SBinfelbogen beS ^PolarbreiedfS unb Sogenfeiten beS urfprüng^ 
liefen 2)reiedfS ergangen ftc^ jum §albfreis u. f. f. 
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186. Folgerungen: Sa 3BinIel unb Seiten bed S)reitantd Uixo. ßugel- 
bretecfd unb feined ^olargebilbed in geroiffem ®inn oettaufd^t ftnb, fo n)anbeln 
^i), burd^ 3(nn)enbung auf bad ^olargebilbe, Se^iel^ungen 

jmifd^en um in fold^e ^n^ifd^en 

brei Seiten brei SBinletn 

jnjet Seiten unb einem SBinfel jroei 9BinfeIn unb einer Seite 

einer Seite unb gn^ei SBinleln einem SQSinlel unb ^voti Seiten 

brei 9BinIeIn brei Seiten 

bed urfprünglid^en ©ebilbeS; }. 93.: 

1. ©emäfe 144) ift 

cc + /9-\-r> ISO 

alfo aud^ im ^olarbreilant bie Summe ber 3Bintel 
(180 — a) + (180 — b) + (180 — c) > 180 
woraus a + b + c < 360 

2. ©emäfe 154) ift a < b + c 

ballier aud^ im 5ßoIarbrei!ant (180 - a) < (180 —/3) + (180 — y) 

woraus /9 -\- y — a<,lSO 

b. 1^. ber Ueberfd^u^ ber Summe gmeier äSinlel über ben britten ift 
fleiner a(S gmei 9tt6^it u. f. f. 



5ig. 120. 



9as 7teillaiiisiie|. 

186. Um bie Sffiinlel beS 3)reiIantS S — A B C ju meffen , jeic^ne man 
bie Jteilwinfelebenen. älm gwed^mä^igften föQe man oon einem beliebigen $unlt A 
ber Äante SA baS Sot AF ± a, jie^e FB X SB unb FC X SC, fo ift auc^ 

AB J_ SB unb AC ± SC, b. ^, <^ ABF 
= /^ unb <^ ACF = ;'. 95ie in A auf 
SA in b unb c errid^teten Sote AV unb 
Aü fd^Kegen <^ U AV = cc ein. ©d^neibet 
man baS S)reifant nad^ ber Jtante SA auf 
unb f läppt bie SDreiedfe AFB, AFC, 
ABS, ACS, ÜAV um il^re in a liegen- 
ben Seiten in bie Seitenfläd^e a, fo ent^ 
fielet baS ebene 9ie| beS SJreifantS, ba^ 
fämtlic^e Seiten unb SBinfel in wahrer 
©rö^e entr)ält. 

35ic nid^t unabl^ängige Sage ber ^ilfä- 
breiedfe ergiebt eine SJlei^e von Sejicl^ungcn. 
3)ie Sote AB unb AC fallen umgef läppt in bie SSerlängerungen BA' unb CA" 
von FB unb FC, Kante SA teilt fid^ in SA' unb SA", ebenfo AB in AB* 
= BX unb AC in A"C = CY, foroie AF in FX = FY. ©a femer 
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« 

UVXAF, bcnn AFXa 
unb ÜVX SA, benn SAX(UAV) 

fo folgt UVX (A8F) unb fomit UVX SF. 

Äommt ballet A ÜAV burd^ SJrcl^ung um ÜV in bic fiagc ÜZV, fo liegen 
bie brei 5Punfte S, F, Z in einer ju UV fenlred^ten ©eraben. 3«cl^««ptobe! 




3ud bem 9ie$ erl^ält man umgefel^rt baä ^reitant, baburd^ ba^ man bie 
Seiten b unb c um SC unb SB brel^t, biä SA' unb SA" ftd^ ju bet britten 
Aante SA ht^vD. SA| vereinigen. @d entftel^en jn)ei gur @bene ber Seite a 
fpmmetrifd^e fongruente 2)reifante; baS 3)reifant ift fomit burd^ bie brei ©eiten 
einbeutig beftimmt. ®an^ allgemein folgt bal^er 

©a|: Unter ber 3SorauSfe$ung 

o<a + b + c< 180^ unb ISO <:cc + /9 + y <: 540« 

foroie a < b + c unb c^ + /?—;' < 180* 
u.f.f u.f.f 

genügen brei beliebige Seftimmungäftücte beö 35rei!antö jur ßrmittelung ber 
übrigen. 

jit^tttaif^t ^este^ttitfiett. 

187. 35er geometrifd^en Sßi^'^w'^Ö ^ßS SJreilantö auä brei geg. Stüdfen 
entfprid^t bie algebraifd^e Sered^nung ber gefuc^ten @rö^en, berul^enb auf brei 
trigonometrifd^en §auptfä|en, bie fid| au^ %x%. 121, wie folgt, ergeben: SBää^lt 
man SA' = SA" = 1, fo ift 

A'B = siiic = XB unb A"C = sinb=YC 

unb bie SBejiel^ung FX =- FY oerroanbelt ftd^ in 

XB.sin/y = YC.sin;' 



110 3)ad ^itllani unb bte ^ugel. 

ober 

sin c . sin /9 = sinh . sin y 

ober 

sin b : sin c = sin /3 : sm y 

äOSirb bad 3)retf ant nad) ber Rantt S B auf gef d^nitten unb in b pm 9le| 

äuggebreitet, fo folgt 

sin a : sin c = sin e^ : sin / 
fomit 

sin a : sin b : sin c = sin c^ : sin /^ : sin / . . . . 1) 
ober 

sin a _ sin b _ sin c 

sin cc "~ sin /i "~ sin y 

fomit 

SinuSfa^: 35ie ©inuffe ber Seiten oerl^alten fid| roie bie ®inuf[e ber 
©egenwinfel. 

Sergleid^e J^iermit bie Sejiel^ung beim ebenen 95reiecf 

a : b ; c = sin c:^ : sin /^ : sin / 
ober 

a b c 



sin u sin /9 sin / 



= 2 



188. Verlängert man YF bis j^um Sd^nitt K mit BHX SC, fo ift 

<^KBr = a unb 

80 = SH + HC 1) 

nun ift aber 

SC = cosb 

SH = SB cos a = cos c . cos a 

HC = rK =BF.sina 

= BX cos /? . sin a 

= sin c cos /^ . sin a 

bal^er, biefe 2Berte in 1) eingefe^t unb bie Sered^nung äl^nlid^ für bie Seiten 
c unb a burd^gefül^rt , im le^teren %aU baö 2)reilant nad^ SB ober SC auf-^ 
gefc^nitten, folgt 

2)er ©eitencofinuäfa^: 

cos b = cos c cos a -|- sin c sin a cos /9 
cos c = cos a cos b + sin a sin b cos y 
cos a = cos b cos c + sin b sin c cos cc 

meld^er bie Sejiel^ungen jmifd^en ben brei Seiten unb je einem SBinfel auSbrüdft. 

3SergIeid^e l^iermit bie jmifd^en ben Seiten unb einem SBinfel bcS ebenen 
3)reiedES beftel^enbe Segiel^ung 

a* = b^ + c* — 2bc cos a u. f. f. 

189. 2luf baä ^olarbreifant angemenbet, giebt biefer Sa$: 
cos (180 — ce) = cos (180 — /^) cos (180 — y) 

+ sin (180 — ;y) sin (180 — y) cos (180 — a) 
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— cos u = cos /9 cos y — Bin /9 sin y cos a 
2)ieö i[t bcr SBinfelcofinuäfa^: 

cos a = — cos /9 cos y + sin /? sin y cos a 

cos /^ = — cos ;' cos a + sin y sin a cos b 
cos / = — cos cc cos /^ + sin e^ sin /? cos c 

rocld^cr bic Sejicl^ungcn jtDxfdien ben brei Söinfeln unb je einer ©eite auSbrüdft. 

190. ©rfter %aü. ®rei!ant an^ a, b, c. 

Sege bie brei Seiten in ber 3^^»^wngSe6ene mit gemeinfd^aftlid^er Spi^e 
fo aneinanber, ba^ jwei berfelben mit ber britten je einen ©d^enfel gemein I^a6en. 
^äDe t)on ben ©nbpunften A' unb A" ber freien ©d^enfel SA' == SA" auf ben 
jcroeiligen gemeinfd^aftlid^en ©d^enfel ber Seite a bie Sote A'B unb A"C 6iS 
jum ©d^nitt in F. 3!)ie um B mit BA' unb um C mit CA'' 6efc^rie6enen 
Äreife treffen bie, burd^ F gu ben Sd^enfeln t)on a gezogenen 5ßarattclen in X 
unb Y unb Seftimmen bie SBinW <^rBX = /?unb <^rCY = y. Beid^en^ 
probe FX = FY. errid^te A'ÜX S A' unb A" V_L SA". ®ie Greife um U 
mit TJA' unb um V mit VA" geben $unlt Z unb bamit <i:UZV=of. 
3eic^enprobe SFZ eine ©erabe, fenfred^t j\u UV. gig. 121. 

191. ^votiitx %aU. Dreüant auö a, ß, y. 

3eid^ne in ber oben befd^riebenen 2Beife baä 5PoIarbreifant OiW^ ben Seiten 

a' = 180 — a, b' = 180 — ß, c' = 180 — y, 

bann finb bie Supplemente ju ben gefunbenen SBinfeln a\ ß*, y' beä $oIar-^ 
breifantö bie gefud^ten Seiten a, b, c. 

192. ^Dritter %oS,. ©reifant m^ b, c, a. 

^ür biefen ^aH ift eä groedfmä^ig, baä 2)reifant nad^ SB aufjufd^neiben 
unb baä 5Re$ in ber Seitenfläd^e b gu j^eid^nen. 2ege bal^er in ber ^txi^xwxxKG,^' 
ebene bic Seiten b unb c mit gemeinfc^aftlid^er Spi^c S unb einem gemein^ 
fd^aftlid^en Sd^enfel SA aneinanber. J^äHe t)on einem beliebigen $unft B' be^ 
freien Sc^enfelä Don c baä 2ot B'A J_ SA unb trage (m bie Verlängerung 
beöfelben im ^u^punft A, nai^ ber Seite ber fid^ erroeiternben Seitenfläche b, 
ben <^ a an, beffen freier Sd^enfel com Ärei§ um A mit AB' in X getroffen 
werbe, gätte XF X B'A unb FC J_ SC, ben freien Sd^enfel »on b. 3)er 
enbpunit Y ber ju SC ^araMen FY =: FX beftimmt <^ FCY = ^^ unb ber 
Äreiö um C mit CY giebt auf ber Derlängerten FC $unft B" unb fomit 
<i B"SC = a. 2)ie 2ote B'ü X SB' unb B"V _L SB" unb bie Streife um 
U mit ÜB' unb um V mit VB" beftimmen <^ UZ V = /^. 

193. aSierter gatt. 2)reifant a\x^ ß, y, b^^ 

aWittelS beS «ßolarbreifantö m^ ben Seiten b' = 180 — ß, c' = 180 — y 
unb bem SEBinfel a' = 180 — a ^urüdEgefü^rt auf %aU 3. 
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StnbcrcnfaBö fei a Sß^^wngäcbcne. 95ad 2ot D, Gj J. Bi Cj in bcnt 
auä ß unb /, bcn S8infe(n an bcr ©runbfcitc BiCi, gcjcid^neten ^ilfsbrciccf 
BiDiC, teilt le^tereS in jroei bcn 3)reiedfen BFX unb CT Y äJ^nlid^e 3)reie(fe. 
2)iefe finb mittels ber \\x ben ©d^enfeln ber ©eite a in bcn 2l6[tänben Q-iBj 
unb G^Cj gcjogenen parallelen, bie fid^ in F treffen, in il^re befonbere SJage 
bejüglid^ a ju tjerfd^ieben , bann beftimmen bie Äreife um B mit BX unb um 
€ mit CY auf ben Serlängerungen t)on FB unb FC bie fünfte A' unb A'' 
unb bamit bie ©eiten BSA' = b unb CSA'' = c u. f. f. 3^^cnprobc SA 
= S A'' u. f. f. 

194. fünfter gatt. SDreifant ^\x^ b, c, ß, 

^öUe t)on einem beliebigen $unlt A' be«^ einen ©d^enteld ber ©eite c auf 
ben anberen baö 2ot A'B, trage im gu^punlt (kx\. bie Verlängerung bcdfclben 
^ß, ber ©pi^e beö 3)reifantö abgeroanbt, an unb fäUe t)om ©nbpunft be« 
freien ©d^enfelä BX = BA' baä Sot XF ± A'B. Sege bie Äatl^ete SC, 
meiere fid^ OiW^ bem burd^ <^ b unb SA alö §9potenufe beftimmten, junäd^ft 
in beliebiger Sage gejjeid^neten ^ilfäbreiect SCA" ergiebt, als ©eljine in ben über 
ß F ate aJurd^meff er befd^riebenen Äreiä , bann ift <^ C S B = a. 95ie ju S C 
^araaete FY = FX beftimmt <^ FCY = ^^ u. f. f. 3lm attgemeinen fc^neibet 

ber ÄreiS um S mit S C benjenigen über 
Sig- 122. SF in groei fünften, bal^er jroci Sofun^ 

gen. «ßrobe mit SFZ! 

Sebingung für bie 3KögKc^feit ber 
Söfung ift S C < SF. SCrigonometrifd^ : 
SC^<SF* ober 




SC*<SB2 + BF* 



ober 



ober 



cos'^b <C cos^c + sin^c cos*/? 

<C coa*c + sin'c (1 — sin*/?) 
ober 

sin^c sin*/? < 1 — cos*b 



sin*c sin*/? <C sin*b b. ^. sin c sin /? <C sin b. 



195. ©ec^fter gaü. S)reifant ^\x^ ß, y, b. 

gig. 122 wegen, fei ber gleid^roertigc '%qS. bel^anbelt: 2)reifant Oiyx^ ß, y, c. 

2)ic Söfung ift mittels beä ^olarbreilantS auf %Qä. 5 jurüdfgefül^rt. 

2lud^ für bie unmittelbare Söfung bleibt baS SSerfal^ren bis jur Seftim^ 
mung beS fünftes F, bann aber ift bie fiatl^ete FC, meldte fid^ avi^ einem 
burd^ <^ ;' unb ß^potenufe FX beftimmten red^troinfligen §ilfSbreiedE ergiebt, 
als ©el^ne m ben über FS befd^riebenen Äreis ju legen. 35aburd^ ift bie Sage 
beS A CFY beftimmt u. f. f. 5Da bie ©el^ne FC oon F auS jroeimal in ben 
ÄreiS über SF gelegt werben fann, fo giebt eS im allgemeinen ixotx Söfungen. 
Sebingung? 



^ag $ie(!ant unb bie ^ugel. 
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196» Sei t)orftcl^cnbcn fcd^S ©tcifontSgcid^nungcn faßt ^ugpunft F in bie 
km SDrcüant fel6[t angc^örigc Scitenfläci^c a nur bann, wenn jebc bcr vizx 
®röfecn b, c, ^, r< 90. 

3ft eine biefer ©tögen > 90 , f o fällt F auf einen ber ©d^enf et ber 
Seite a bejro. in bie ytthzn- ober Sd^eitelroinfelfläd^e biefer Seite, aber bie 3^'^' 
nung bleibt biefelbe, wie au^ '^aü 5 in 194) erftd;tlid^. 3?ur ift für 

b>90:<^FBX = 180— /9 unb für c > 90 :<^ FCY = 180 — ;'. 

©inb mel^r aU eines ber geg. ©tüdfe ftumpf: 

Sine ©eite unb ein an-^ ober gegenüberliegenber SBinfet, fo jeid^ne man 
k§ 9ie^ in ber geg. ©eitenfläd^e. 

@ine ©eite unb i^n^ei anliegenbe äBinlel, fo ^eid^ne man baS jur ©eite 
^e^örige Siebenbreifant. 

3n>ei ©eiten unb ber eingefd^loffcne SBinfel: |^eid)ne baS ©d^eitelbreifant. 

3n)ei ©eiten unb ber @egenn)in!e[ ber einen: jeidine baS 5lebenbrei!ant. 

9(I(e brei ©eiten: ^eid^ne bad ©d^eitelbreifant. 

197. 95ie 3«i^*^wng oon 2)reilanten au^ §öl^en, 2^ranSt)erfalen, SBinfel-- 
^bierenben u. f. f. fü^rt, äl^nlid) bem Serfal^ren ber ebenen ©eometrie, junäd^ft 
jur Söfung t)on ^ilfSs ober S^eilbreilanten ; fo erforbert j. SB. 35reifant auä 
a, h, /4* bie S^iä^nun^ eineä red^troinfligen 2^eiIbreifantS axx^ einer ©eite ober 
Sat^ete h unb il^rem (Segenwinfel /9: %aU 6 in 195). 

§öl^en eines 35reifantä finb bie SBinfel, meldte bie Äanten mit ben 

gegenüberliegenben ©ettenfläd^en bilben. 
^^ranäoerfalen finb bie SBinlel, meldte bie Äanten mit ben §albierungä= 

graben ber gegenüberliegenben ©eiten einfdilie^en. 
9BinIeIl^albierenbe finb bie SBinfel, meldte bie Tanten mit ben 

©d^nittgeraben il^rer leilminfell^albierenben ©benen unb ©egenfeiten 

einfd^lie^en. 
SKittellote finb bie gu ben ©eiten beS 35reifantä burc^ beren §al' 

bierungSgeraben fenfred^t gelegten ©benen u. f. f. 

198. ©a$: 95ie ßbenen ber §öl^en, 2^ranät)erfalen, SBinfelljialbierenben, 
IKittellote u. f. f. fd^neiben ftd^ je nadf) einer ©eraben burd^ bie ©pi^e beö 
35reifantS. 

Semeis für bie §öl^en: H fei ein beliebiger ^unft 
ber ©d^nittgeraben ber §öl^enebenen h unb h', b. 1^. ber Gbenen 
(ASE) unb (BSF), meiere bie Äanten AS unb BS auf bie 
öegenfeiten projizieren. 3iß^^ ^wrd^ H bie Sote AE X (BSC) 
unb BF J. (ASC), fo folgt gemä^ 68), bafe bie burdj AE 
unb BF gelegte ebene (ABC) J_ CS unb fomit 

CSJ.AB aber aud^ CD i. AB 

öIS britte §ö^c beS A ABC, fomit 

(CDS) ± AB unb ba^er CDS X (ASB) 

Sauetbed, Stereometrie. 8 



gig. 123. 
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m- 124. 



b. f). bie bvittc §bl^enebcnc (CDS) = h" gc^t burd^ bic ©d^nittgctabc SH ber 
bcibcn anbeten. 

Seroeiö für bie 2Iranöt)erfalen : Sd^neibe auf ben Äanten »on ber Spi|e 
be§ 35reifantS an^ gleid^e ©tredfen ab unb benü^e für baö 2)reiedf ber Gnb^ 
punfte ben 2Irant)erfalenfa|. 

Seroeiä für bie 35Jin!eI^aIbierenben : ©iel^e 71). 

Seroeis für bie 5WitteIIote ä^nlid^ bem für bie ^'ranöoerfalen. 

Seifpielc. 

199. 1. Slufgabe: B^ei geg. roinbfd^iefe ®erabe burd^ eine brüte ©erabe 
fo ju fdineiben, ba^ biefe mit ben erfteren tjorgefd^riebenc SBinlel bilbet. 

XY fei bie gefud^te ©erabe, roeld^e bie 
geg. ©eraben g unb h unter ben SBinfeln (f 
unb 1// fd^neibet. Si^f)e burd^ X bie parallele 
h' ju h, fo ift <^ h' g ber 3BinIet ber geg. SSinb-^ 
fd^iefen unb <^ h'XY = <^ ^/^, ölö innere 
aSJed^felroinlel. S)aä 3)reilant bei X ift fomit 
einbeutig beftimmt burd) feine brei Seiten (f, 
yj, <^ gh. (Srmittett man bal^er in einer hieben- 
jeid^nung biefeS 2)reifantä (galt 1) ben aßinfel & 
an ber Äante g, fo l^at man, mit §i[fe einer 
ju g fenfred^ten ileilroinfelebene , burc^ g eine 
Qbtnt in legen, meldte mit ber burc^ g ju h 
parallel gelegten ©bene (gh') eben biefen <ti/ 
einfd^lie^t. 2)iefe ©bene trifft li im ^unft Y. 33on Y auö jie^e man bie @e= 
rabe YX bejro. YXi unter <i:y nad^ g. 




gig. 125. 



200. 2. älufgabe: 2)urd^ einen geg. 5Punft P eine ©erabe ju äiel^en, 
meldte mit jroei geg. ©benen Dorgefd^riebene 2Binfel qp unb tp bilbet. 

^älle t)on P auf bie geg. ®benen bie 
Sote, fo fc^lie^en biefe baä Supplement l)e5 
<^ i> ber geg. &iemn ein unb eä entftel^t bei P 
ein 2)reifant, ba§ burd^ feine brei Seiten 
90 — ^ , 90 -\-yj, 180 — i9- einbeutig k^ 
ftimmt ift. Sine Seitenebene, bie ßbene ber 
beiben Sote, liegt feft. Segt man bal^er burd^ 
biefe Sote bie beiben ©benen, meldte mit ber 
feften Seitenebene bie au§ ber 9^ebenfigur beo 

^reifantö gefunbenen 2Binfel bilben, fo ift beren Sd^nittgerabe, bie ©egenfante 

ber feften Seitenebene, bie gefud^te ©erabe. 




Per ^itgetftteinftreis. 

201. 3)er Segriff beö fp^ärifd^en ©reiedfö ift megen ber ßinfd^ränfung, 
bafi bie Seiten ©roPrciöbögen fein muffen, ein eng gezogener. 2Benn e§ mög-- 



^aä SBte(fant unb bie Jluget. 
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tic^ ift, auf ber Äugcipäd^c au^cr bcn ©rogircifen anbete Äreife ju jeid^nen, fo ift 
gan^ allgemein jebed t)on ßugedreigbögen gebilbete ^retecf a{3 fpl^ötifd^eä ^reiec! 
i^u bejetd^nen. 

©d^neibet man ballet bie Äuget, ba Greife, alfo ebene Äurtjen gefud^t 
merben, butdi eine beliebige Qitm unb tjerbinbet brei ober mel^t ^ßunlte A, B, C . . . 
ber entftel^enben fteten ©d^nittlinie mit bem Äugele 
mittclpunft unb bem ^u^punft F beS t)on auf Stg. 126. 

bie ©d^nittebene gefällten SoteS, fo finb bie entftel^ens f 

ben red^tminfligen 2)reiedfe longruent, ba fie ben Äugele 
^albmeffer jur ^ppotenufe unb OF ^ur gemeinfamen 
Äatl^ete l^aben: 

A AFO^ ABFO^ACFO... 

— ftclle ben Äleinfreiä burd^ 2)rel^ung um DE fenf? 
red^t jur ®bene beS $apierS, bann lommen A', B', C 
in bie Sage »on A, B, C — ^ig. 126, fomit 

AF= BF =CF = ...«AO) 
b. ^. ' 

©a$: 2)er Sd^nitt einer Äugelfläd^e mit einer beliebigen (Sbene ift ein 

Ärei§, beffen SKittelpunIt ber ^wfepunft beS com Äugelmittelpunft auf bie ©d^nitt^ 

ebene gefällten SoteS ift. 

grage: 3« mietjiel 5Punften trifft eine ©erabe eine Äugelfläd^e? Sege 
burd^ bie ©erabe eine beliebige, bie Äugel fd^neibenbe &bznt\ 

202. Äugell^albmeffer R, Äleinfreiäl^albmeffer r unb Entfernung k ber 
ÄrciSfd^nittcbene t)om Äugelmittelpunit ftel^en in ber Se^iel^ung: 

k^ + T' = 'R^ 

Sc fleiner ber Slbftanb ber ©e^nittebene t)om Äugelmittelpunft, befto größer ber 
©d^nittfreiä unb umgele^rt. SSerbinbet man ba^er einen $unlt Q innerhalb ber 
Äugel mit bem Äugelmittelpunft 0, fo l^at unter allen ©benen burd^ Q bie ^u Q 
fenfrec^te ben größten 3lbftanb k unb erjeugt ba^er ben fleinften ©dEinittfreiä. 
Q ift ^Kittelpunft begfelben. 

^ür k = R fd^rumpft ber ©d)nittfreiö in einen ^unlt P ber Äugelfläd^e 
gufammen. 3)ie ©d^nittebene mirb jur Serül^runggebene unb ftel^t im ©nbpunft 
beö jum Serül^rungöpunft P gejogenen §albmefferä auf le^terem fenfred^t. 

gür k = mirb ber ebene ©d^nitt ein ©ro^Ireiä. 

©a^: 2)er jroei fünfte ber Äugelfläd^e oerbinbenbe ©ro^reiäbogen ift 
ber fürjefte SBeg auf ber Äugel j\n)ife^en ben beiben fünften, benn 

1. oerläuft er in einer burd^ jene fünfte gel^enben (Sbene, 

2. i^at er, wtnn man burd^ bie Äugelf el^ne, meldte bie 5Punfte »erbinbet, 
alle möglidjien (Sbenen legt, unter fämtlic^en entftel^enben ©d^nittfreifen 
ben größten §albmeffer unb ba^er bie fteinfte Ärümmung. 
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3)lan bejeid^net ben türjeften Sßeg gn)ifcl[)en jtoei fünften ber ^ugelf(äc^e 
aud^ ald beten fpl^ätifd^e Sntfemung. 

®er ben fürjeften aöäeg |\um SBoHfreiä ergänjenbe ©rogfreiäbogcn ftettt 
ben längften SBeg bar, erfterer ift Heiner al§ ein l^alber Oro^freiö « ISO^'), 
le^terer größer (> 180"). 

203. ^ig. 126: OF = k treffe, beiberfeitä verlängert, bie Äugelfläd^e in ben 
©egenpuniten P unb P'. 2)er jur ÄleinfreiSebene fenfred^te 2)urd^meffer PP' 
l^ei^t 2lci^fe beä Äleinireifeä, bie (Snbpunite beS 2)urcl^mefferä fmb bie 5|ßoIe beö- 
felben. ^ann ift 

APFA ^^, A PFB -!>APFC... 
fomit 

PA = PB =PC = .. . 

ba^er ftnb anä), ha ^u gleid^en Seltnen gleid^e @ro^frei3bogen gel^ören, bie gunt 
Äleinireiä fenlrcd^ten (SroJfreiSbögen jener Seltnen gleid^: 

Sogen PA = Sogen PB = Sogen PC 
fomit 

©tt$: 35ie 5PoIe eineä Äugelfd^nittfreifeä l^aben oon ollen 5ßunften beä- 
felben gleid^e gerabc unb gleid^e fpl^ärifd^e (Sntfernung. 

Snöbefonbere ift bie gerablinige (Sntf ernung beS $olö t)om 2lequator \/^ . R, 
bie fp^ärifd^e 90 \ 

2luf ber Äugel ift fomit, innerl^olb ber ©renken unb 2E. für bie ^irf^t- 
Öffnung, ber &tbxa\ii) be§ Birf^'^ ebenfo unbefd^ränlt , mie in ber ßbenc, fo 
ift §. S. bie ßeid^nung eines fpl^ärifd^en 2)reiedä, ol^ne ßul^ilfenal^me bcä 3)rei' 
!ont§, unmittelbar auf ber ^ugelfläd^e genau fo auSfül^rbar, mie biejenige eines 
35reiedEs ber Q'Um. 2)ie geg. 95Jinfel, Seiten, §öl^en u. f. f. merben burd^ 
il^re ben ©d^enfeln R gugel^örigen Sögen gemeffen. 35iefe Sögen fmb auf ben 
mit 3irfß)[bilbung \/2'R befc^riebenen, entfpred^enben 2lequatorbögen abzutragen. 
Äugelfreife werben um beren $oIe als fpl^ärifd^e SKittelpunlte befc^rieben; ge-- 
roöl^ntidi roäl^It man ben $oI, beffen fp^ärifd^e Entfernung < 90 ° ift. 

204. 21 uf gäbe: Son einem beliebigen Stüdf einer Äugelfd^alc ben 
Hugell^albmeffer ju ermitteln. 

SBäl^Ie auf ber Sd^ale einen $unlt P fo, ba^ cS möglich ift, um il^n als 
$ol mit beliebiger BW^töffnung P A = a einen ÄugelfreiS ober menigftenS einen 
2^eil eines fold^en gu befd^reiben. Ueberträgt man ein beliebiges, bem ÄrciS ein- 
befc^rieben gebadetes AB CD burd^ Slbftedfen ber (Entfernungen ber (Srfpunfte 
(3)Jeffen ber Seltnen) mittels beS Bi^^ß'^ ^^ ^^^^ beliebige 3^i^wwngSebene , fo 
erfd^eint ber ÄugellreiS als UmfreiS beS übertragenen 2)reiedfS. ©er ^albmeffer 
beSfelben FA = (> als §ö^e unb bie urfprünglid)e Birf^Iöffnung a als Äatl^ete 
beftimmen ein red^troinlligeS A P AP', beffen ^^potenufe PP' ber gefud^te Äugel-- 
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burd;meffer ift. gig. 127: ©teile ben Äleinfteiä burd) 
SDre^ung um AF fenlred^t pr (Sbene beä ^apietS. 
älgebraifd^ bered^net ftd^ R auä 

PA* = PF.PP' 

ober 

Töorauä 



/" 



1/ a^— (>^2R 



2R = 



a 



o 



l/a' 



ü 




^rage: SBie l^ätte man mittels eines 3ii^t«lä gu 
unterfud^en, ob bie ©d^atc roirflic^ einer Äugel an- 
gel^ört? älntroort: 

1. 2)er Si^nenranb eines bünnen, fteifen ÄartonS, (xm^ bem eine freiSrunbe 
Deffnung auSgefd^nitten ift, muB fid^ in allen Sagen ber ©d)ale genau 
anpaffen. 

2. SBefd^reibe um eine beliebige 2tnja^l 5ßunfte ber ^i^alt als ^ßole Äuroen 
mit berfelben 3irf«Iöffnung unb benfe fid^ jeber berfelben ein beliebiges 
5DreiedE einbefc^rieben. Ueberträgt man biefe Derfd^iebenften 3!)reiedfe in 
eine ^t\i^n\xxi^^thtm, fo mu^ bei aCen ber §albmeffer beS umfd^riebenen 
SreifeS übereinftimmen. 

SJergfeid^e bie SSerroenbung beS Spl^ärometerS in ber ^^pfif ^ur Seftimmung 
beS ÄrümmungSl^albmefferS fpl^ärifd)er Sinfen. 



205. %\xx biejenigen fp^ärifd^en 2)reiedfe, beren Seiten Äleinfreisbögen 
finb, ift ber Sugelmittelpunit nic^t mel^r bie ®pi|e beS jugel^örigen 2)reifantS; 
bie aSinfel beS (enteren finb t)on benen tjerfc^ieben, unter roeld^en fid^ bie ^lein^ 
treife fd^neiben u. f. f. Sie Betrachtung biefer 2)reierfe ift ba^er weniger einfad; 
unb dxi biefer Stelle auSgefd^loffen. 



pie Geometrie aitf ber <^itge(. 

206. 3)a bie Q^htm als Äuget »on unenblid^ großem ^albmeffer unb bie 
©eraben ber ßbene als Greife biefer Äuget betrad^tet roerben fönnen, fo finb bie 
Sä^e ber ebenen ©eometrie groifc^en Äreifen unb ©eraben als Sonberfälle cXi^ 
gemeinerer Sä^e 5n)ifd()cn Greifen einer Äugelfläc^e mit enb[id;em §albmeffer 
auf Pfaffen. 

2)iefe ©eometrie ber Äugel erfd^öpfenb gu bel^anbeln, b. 1^. für jeben Sa$ 
ber ^Unt ben entfpre^enben für bie Äugel auf aufteilen , würbe %\x meit fül^ren. 
2)en bereits bel^anbelten ^läc^enfä^en 143) u. f. f. mögen im na(^fte^enben nod^ 
einige gur Söfung fp^ärifd^er 3!)reiedSaufgaben l^äufig benü^te Sä|e angegliebert 
roerben. Sd^roierigere 2luf gaben über fp^ärifd)e 2)reiede werben meift trigono: 
mctrifdfi bel^anbelt. 
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207. ®rn)citcrt man bic 66encn ber §öl^cn, S^ranSocrfoIcn u. f. f. eines 
^reilantä big jum ®ci^nitt mit ber ^löd^c bed jugel^örigen fpl^rifd^en ^reiecfd, 
fo entftel^en bic fpl^äri^en §öl^en u. f. f. beö Unteren, fomit gemäfe 198) 

©0$: 95ie fpl^ärifd^en §öl^cn, Iranätjerfalen, 3RitteIIote, SBinfeH^albicr'- 
enben u. f. f. eineä fpl^ärifd^en 3)rciecf3 fd^neiben fid^ in je einem $unft. 

2)a /\u gleid^en S^nttiroinfeln (SJad^roeiS berfelben mittels 35reifanten unb 
lonötuenter ted^troinfliger 95reiedfe) gleid^e Sögen gel^ören, fo folgt 

®a$: 3)et ©d^nittpunft ber fpl^ärifd^en 5DlitteIIote eines fpl^ärifd^en 3)rei= 
edfs ift fpl^ärifd^er SKittelpunft bcS Umireifeö beäfelben. 

Sa|: 2)ie t)ier Sd^nittpunfte ber fed^ä fpl^ärifd^en 2BinIeIl^al6ierenbcn 
eines fpl^ärifd^en 2)reiedEä finb bie fpl^ärifd^en SKittelpunIte beä S^J'^cif«^ "i^^ 
ber brei Slnfreife. 

3)a bie ©benen, meldte bie Sd^nittgeraben ber 333inIeI^aI6ierenben eines 
2)rei!antS auf bie ®eitenfläd)en beä festeren proji|\ieren, bie Äugelpöd^e nad) ben 
fpl^ärifd^en §albmeffern ju ben Serül^rungSpunften beS SnIreifeS unb ber Stn^ 
Ireife beä jugel^örigen ÄugelbreiedfS fd^neiben, fo folgt 

© a $ : 3!)ie fpl^ärifc^en §albmeffer j\u ben SSerül^runggpunften beS Snfreifes 
unb ber 3(nlreife eines fpl^ärifc^en 3!)reiedEs ftel^en fenfred^t auf ben ©eiten 
beSfelben. 

33eifpiele. 

208. 1. 2lufgabe: 3w einem beliebigen ÄugelfreiSbogen baS fpl^ärifd^e 
SJlittellot ju jeid^nen. 

Sefd^reibe um bie @nbpunfe beS geg. Kreisbogens mit bemfetben beliebigen 
^albmeffer jroei fid^ in C unb D fc^neibenbe Äreife, unb um biefe 5ßunfte roiebcr 
Greife mit ^albmeffn [/2'R, bie fid^ in ben $oIen beS gefud^ten ÜRitteUots 
treffen. 2)er SreiS um irgenb einen biefer 5Po[e mit ^albmeffer \/2'R ift ber 
gefud^te. 

2. Slufgabe: 33on einem beliebigen $un!t P ber Äuget auf einen be^ 
liebigen ÄugelfreiS baS fpl^ärifdje £ot ju fällen. 

Sefc^reibe um P mit beliebigem §albmeffer einen ÄreiS, ber ben geg. 
Äugelf reis in jroei ^Punlten trifft; um biefe fünfte roieber Äreife mit beliebigem 
gleichem §alBmeffer, bie fidj) in einem 5PunIt Q fd)neiben mögen, bann beftimmen 
bie Äreife um P unb Q mit §albmeffer \ "^2 R bie $ole beS gefud^ten fpl^ärifc^en 

SotS u. f. f. 

3. Slufgabe: 2)en SBinfel groeier ©ro^freife ju l^albieren. 

Sefd^reibe um bie ©pi^e A beS geg. SBinfelS mit beliebigem §albmeffer 
einen ÄreiS, ber bie ©d^enfel in B unb C trifft; um biefe ^unlte roieber Äreife 
mit gleid^cm beliebigem §albmeffer, bie fid^ in einem ^unft D treffen, bann be= 
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ftimmcn bic Ärcife um A imb D mit §aI6mcffer \^R bic 5ßoIc als fp^ärifd^e 
2)littclpunftc u. f. f. 

2)ic angcToanbtcn 38crfal^rcn entfprcc^cn fomit »oHfommcn bcncn bcr ®bcnc; 
cbcnfo tüerbcn bic 33en)cifc gcfül^rt, mit §ilfc cntfprcd^cnb glcid^cr fpl^ärifd^cr 
3>rcic<fc. 

209. 4. 2luf gäbe: 2luf einer Äugel t)om ^albmejfer R ein fpl^ärifc^eä 
2)reiecf gu jeic^nen au§ einet ©eite a, bem §albmeffer r beS UmIreifeS unb <^/?; 
lurj : @eg. Äugel R, 95reiedf aix^ a, r, /9. 

35ie ju ben ©c^enfeln R gel^örigen Sögen ber brei geg. SBinletgtöfeen 
feien a, r, /9 unb werben burd) il^re Seinen gemeffen. 

2Irage auf bem, um einen beliebigen ^ßunlt P ber Äugeipäd^c als 5!Rittel= 
punit mit 3irfclöffnung V^¥R befd^tiebenen 2lequator ben Sogen BC = aab. 
Sefd^reibe um ben einen ber beiben fünfte 0, in benen fid^ bie um B unb C 
mit 3W«ltt>eite r gejeid^neten Äreife treffen, ben UmfreiS mit §olbmeffer r unb 
trage auf bem um B mit ^albmeffer [/2'R befc^riebenen 3lequator, »on beffen 
Sd^nittpunlt D mit BC auS, ben Sogen B'E = /9 (bejn). DE') ah, fo ergiebt 
ftd^ edte A (bejn). A') als ©d)nitt beS UmfreifeS mit (Sro^IreiS BE (bejro. BE'). 
©ro^reis AC (bejn). A'C) DoHenbet baS gefuc^te 5Dreied. 3!)ie ä^id^nung Don 
®ro^!reifen erforbert guoor bie Seftimmung ber 5ßole als fpl^ärifd^er 3J?ittelpunfte 
mit §ilfe ber Greife »om §albmeffer [/2'R,. 

3!)ie Söfung ift einbeutig, benn AABO entfpred^enb gleid^ A A'BC. 

210. ® a $ : 3)ie beiben t)on einem 5ßunft einer Äugelfläd^e an einen Äreis 
bcrfelben gezogenen fpl^ärifd^en 2^angenten finb gleid^. 

Serbinbe ben Äugelmittelpunft mit bem geg. 5ßunlt P bis jum ©d^nitt 
in Q mit ber ®bene beS ÄreifeS. 3)ie von Q an le^teren möglid^en gerablinigen 
3^angenten QA unb QB beftimmen mit QO jroei (SroPreiSebenen, roeld^e bie 
«Kugel nad^ ben, ben SugelfreiS in A unb B berül^renben (Sro^reifen, ben fogen. 
fpl^ärifd^en 3^angenten, fd^neiben. Um biefe ju j\eie^nen, 
beftimme man jucor i^re 5ßole mittels ber Greife um . ^^ö- 128. 
P unb A be|\n). P unb B mit §albmeffer \/2B>. \ 

AOQA^AOQB folgt <^OQA = <^OQB lV^''''^*^^5^'^^=^ 

fomit 1 N^ / /• \ 

APQA^APQB bal^er PA = PB 1 X / 

unb fomit \y^ V ^ 

Sogen PA = Sogen PB. ^ \\ 

©a^: 2)ie fpl^ärifd^e 2^angente ftel^t fenfred^t auf bem fpl^ärifd)en |)alb- 
meffer ^um Serül^rungSpunft. 

31)a gemä^ 203) fpl^ärifd^er §albmeffer unb ÄugelfreiS aufeinanber fenf- 
red^t ftel^en, le^terer aber mit ber fpl^ärifd^en Tangente bie gcrabe 2^angente QA 
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gemein ^at, fo [teilen ti^atföci^lid^ bie on fpl^ätifd^e ^^angente unb fpl^ärifd^en ^alb- 
meffet im Serül^rungSpunlt A gezogenen geraben Tangenten aufeinanber fenfred^t. 

211. 2lufga6e: ®eg. Äugel R. 6in fpl^ärifd^eS 2)reiec! ju jeid^nen au^ 
b, h, Q. 

Seftimme bie ju ben Sd^enfetn R gel^örigen SW^^n^^iten bet geg. SBinfet^ 
grölen. 

Seidene mit Deffnung l/2R groei ju cinanber fenfred^te ©rojfreife, bie fic^ 
in D fdineiben. S^ber berfelSen l^at feinen 5KitteIpun!t auf bem Umfang bc§ 
anbeten. Sinb P unb Q biefe SKittelpunfte , fo trage man DA = h auf DP 
ab, befdSireibe um ben (Snbpunit A mit^b einen Äreiä, ber QD in C (bejro. C) 
trifft. 2)ie Greife um A unb C mit l/2R beftimmen ben ^ol beS ©ro^reif e§ A C. 
2)ie ^Parattelfreife ju QC im fpl^ärifc^en 2l6ftanb q — fpl^ärifd^er 3Rittelpunft P 
unb §albmeffer 90 ± (> — finb geometrifd^er Drt für ben 5Kitte(punft be§ 3"' 
freifeS unb werben t)on bem, <^ ACD l^albierenben ®ro^freiä im gefud^tcn SHittel-^ 
punit gefd^nitten. Skf)z t)on A auä an ben 3lnfreiä bie fpl^ärifd^e 2^angente AB. 
%niaf)l ber Söfungen? 

212. Sa^: Sämtlid^e in einen Äugelfreiä gelegten OroPrciöbögen t)on 
gleid^er Sänge, fogen. fp^ärifd^e Seltnen, fdineiben ben Äugelfreiä unter bemfelben 
SBinfel unb werben in il^ren 3Kitten von einem ju biefem Äugellreig fonjcntrifd^en 
Äugclfreiä berül^rt. 

Ober: ©ämtlid^e 5ßunfte einer Äugelfläd^e t)on ber ®igenfd^aft, ba^ bie 
t)on i^nen an einen geg. Äugelfreiä gelegten fpl^ärifd)en Sangenten gleiche Sänge 
l^aben ober benfelben 2BinfeI einfd^Iie^en, liegen auf einem fongentrif d^en ÄugelfreiS. 

Seweiö wie in ber Qitnt mittelö entfprec^enb gleid^er (longruenter) 
fpl^ärifdj)er 2)reiedfe. 

212a. 35iefer Sa^ geftattet eine einfädle Söfung ber 

2tufgabe: SSon einem 5Punft P einer Äugelfläc^e eine fpl^ärifd^e 3^angente 
an einen Äleinfreiö mit fpl^ärifd)em SHittelpunft K ^n jiel^en. 

Sefd^reibe um K ben fonjjentrifd^en Äugelfreiä burdj) P unb fälle auf il^n 
üon K bag fpl^ärifdj^e Sot KD. 2^rage auf bem fongentrifd^en Äreig Sogen 
D P' = Sogen D P ab, fo ift ber burdj) P unb P' gelegte ©ro^reig bie gefugte 
fpl^ärife^e 2^angente. 

D^ne Senü^ung beö Sa^eö 212) finbet man ben fp^ärifd^en SKittelpunft 
ber fp^ärifd^en 2^angente an ben Äugelfreiä, beffen fpl^ärifd)er §al6meffer o^ be- 
tragen möge, mittels ber Greife um ben geg. $unft mit ber ju <^ 90° unb um 
ben fp^ärifd^en 9Hittelpun!t K beS geg. ÄreifeS mit ber ^u <^ 90 — (> gel^örigen 
Seltne als 3irfßf^i^^ite. Sd^enfellänge R oorauSgefc^t. 3^ßi Söfungen. 

213. ®a^: ®er ©ro^freis, beffen (Sbam burc^ bie Sd^nittgerabe ber 
(^btmn jweier Beliebiger Äleinfreife ge^t, ift Ort alter fünfte oon ber ©igen- 
fdEiaft, bafe il^re an biefe ^leinfreife gelegten fp^ärifd^en Sangenten gleid^ finb. 
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Srgcnb ein §albmcffer OP bcä ©ro^frcifcS treffe Derlängert bie ©c^nitt= 
gerabe ber Äleinfreife in Q, fo folgt, wenn A, B, C, D bie Serül^tungSpunlte 
ber oon Q an bie Äleinfreife gejogenen geraben 3langenten finb, ba^ 

AQOA^ AQOB^ AQOC^ AQOD 

fomit 

<^POA = <^POB = <^POC = <^POD 

unb bafier ju gleidden 3ß*^t''iw)in!eln gleidie ©ro^freiäbögen als fp^rifd^e 2^an^ 
genten. 

3ugleici^ ergiebt bie Äongruen^, ba^ 

QA = QB = QC = QD 

®a^: 2)ie 2^angenten von einem 5ßun!t an eine Äugel finb gleic^. 

214. Sa$: ätte fp^ärifd^en 2)reiedfe, bie einen ffiinlel unb ben ber 
Segenfeite onSefc^riebenen Sreiä gemein l^aben, l^aben benfelben Umfang. 

Seroeiä wie in ber ßbene mittels 210). 

215. Sa$: 2lIIe fpl^ärif d^en 2)reiedEe, bie einen 2öinfel unb ben ein- 
5efd)riebenen ÄreiS gemein l^aben, l^aben benfelben lleberfd)u^ ber ©umme ber 
jroei, ben SSiintel einfd^tie^enben Seiten über bie britte. 

gig. 129: 35ie 2^angentialabfd^nitte u ber ©eiten b 
unb c änbem fidj bei ber SBemegung ber britten Seite 
n\6)i, bal^er, mit 33enü|ung oon 210) 

c — u-(-b — u = a 
woraus 

b-f-c — a = 2u=: fonftanS 

b. f). unoeränberlid^. 

216. ©a|: äffe fpl^ärifc^en 2)reiedfe, meldte bie 
Srunbfeite unb ben UmlreiS gemein ijobzn, l^aben ben? 

felben Ueberfd^u^ ber Summe ber 2Binfel an ber ©runbfeite über ben SBinfel 
an ber Spi|e. 

gig. 130: ^i^f)i man bie fp^ärifc^en ^albmeffer nad^ ben ßdfen, fo bleibt 
<^ B C = 5 ungeänbert, ebenfo behält A B C, unabl^ängig oon ber SSemegung. 
ber Spi^e A, feinen gläd^eninl^alt f, ba^er gcmäg 143) 

_f_ __ (/9 — (p) + S + iy — tu) — 180 5ig. 130. 

F ~ 720 

_ /g + 7 — (y 4- y;) + ^- — 180 
"" 720 




loorauS 



"" 720 



180 



ß-\-r — U — -Y . 720° + 180« -8^ fonftanS. 
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217. Sa^: 35cr geometrifc^c Ort ber ©pi^cn A aller fläd^engfeicl^ fpl^äri= 
fd^cn 35rcic(fc über berfelben ©runbfeitc B C ift ein burd^ bie ®egenpunfte B' C 
gel^enber Äleinfreiä. 

®eg. A ABC. 2)er So^ ift bewtefen, fobalb für biefeä 3)reiec!, wenn 
feine ©pi^e A fic^ auf bem ÄleinfreiS AB'C beroegt, ber fpl^ärifc^e ßjgc^ € 
fic^ nid^t änbert. 

2)a ber JHeinfreiä AB'C Umfreiö beS fp^ärifd^en A AB'C ift, unb bie 
©runbfeite B' C biefe§ 2)reiedEä feft bleibt, fo beftel^t jroifd^en ben SBinfeln bicfes 
^Dreiedfg <^ /9' unb <^ / an ber ©runbfeite unb <^ B'AC = BAC = -^ c^ 
4xn ber roanbernben ©pi^e, gemä^ 216) bie Sejiel^ung 

/?' + / ^cc=:k = fonftanS 
x)ber ba 

y = 180 — ^ 

S60 — {a + /?-{- r) = k 
TOorauä 

« + /^ + ;' — 180 = 180 — k 

b. l). 

€ = fonftanS. 

Äommt bie ©pi^e A einer ber ©egenetfen, ttxoa B', unenbltd^ nal^e, fo 
berührt bie Sogenfeite AB ben ÄleinfreiS in B', baö fp^ärifd^e 2)reietf gel^t in 
«in fläd^engleid^eä fpl^ärifd^eä S^^i^cf über, beffen SBinfel ber <^ (d beö Älein^ 
freifeä mit ber ©runbfeite BC ift. ®a^er, wtnn f bie gläd^e beS fpl^ärifd^cn 
^reiedfg unb F bie ganje Äugelfläd^e ift, 

i _ CO 

F ~ 720 

b. l),: Der SBinfet beö Äleinfreifeä , be§ Drtö ber ©pi^en atter Päd^engletd^en 
fp^ärifd^en ®reiedfe, mit ber feftliegenben gemeinfd^afttid^en ©runbfeite ift ber 
xmoeränberlid^e fpl^ärifd^e ©jje^ ber 2)reiedEe. 



<^ttgetfeftattfe itttb t^attgettfe. 

218. ©a|: 3)a§ Sted^tedf au§ ben Slbfd^nitten atter, burd^ benfelben 5ßunft 
innerl^alb bejro. au^erlialb einer Äugelfläd^e gezogenen ©eignen ht^vo. ©efanten 
ift unüeränberlid^. 

Seroeiö: Sege burd^ je groei aufeinanber folgenbe ©eignen ober burc^ jebe 
©el^ne unb ben Äugelmittelpunft eine ßbene, fo folgt ber ©a^ au^ bem gleid^- 
Xautenben ber @6ene für jeben ber entftel)enben ©d^nittfreife. 

SBirb oon jroei fid^ fd)neibenben ©efanten burd^ 2)rel^ung um ben ©d^nitt^ 
punft bie eine §ur 3^angente, fo folgt alö ©onberfati 

Sa^: Dag Quabrat über ber SCangente ift gleid^ bem Sted^tedf au§ ben 
3l6fd^nitten ber ©efante. 
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3ugleid) crgtebt fic^ aud^ l^icrauä roicber bie früher fc^ott Sctüicfcne ©leides 
f)tii bcr Äugeltangentcn von einem ^unft au^, 

Scifpiele. 

219. Slufgabe: ®urd) brei geg. fünfte eine Äugelfläd^e ju legen, bie eine 
geg. ©erabe Berül^rt. 

2)ie 2^angente ©om ©d^nittpunft Q ber geg. ©eraben unb ber ®6ene ber 
btei fünfte an ben burc^ leitete gelegten ÄreiS giebt ben fonftanten Sfbfc^nitt 
aller Äugeltangenten beä ^unftS Q. 2^rage benfelben ballet auf ber geg. ©eraben 
von Q aud (jioetmaO ob unb errid^te im (Snbpunft bie gur ©eraben fenfred^te 
66ene, fo trifft le^tere baä im SKittelpunIt beS RreifeS ber brei fünfte auf bcren 
ßbene errichtete £ot im gefud^ten Äugelmittelpunft. Söfungen? 

220. aufgäbe: Son einem $un!tP aujerl^alb einer Äuget an biefe eine 
ä3erül^rungggerabe ^u }ie^en. 

Sege burd^ P unb ben Äugelmittelpunft eine @bene, fo l^at bie von P 
an ben entftel^enben ©ro^freis gezogene 2^angente PA nur ben S3erül^rungS; 
punit A mit ber Äugel gemein, ift bal^er bie gefud^te 2^angente. 3lnjal^[ ber 
Söfungen? 

3)urd^ 2)rel^ung beS ©ro^reifeg um bie 3td^f e P erl^ält man bie unenbs 
lid^ t)ielen von P au^ an bie Äugel möglid^en SCangenten, jugleid^ folgt mieber 
bie ©leid^l^eit ber 2^angentenabfc^nitte. 2)iefelben bered£)nen fid^ auS PO = a 

unb bem Äugell^albmeffer R ju 

t = l/ä? — R2 

Sei biefer ®rel^ung befd^reibt ber Serü^rungöpunft A einen jju P fenf j 
redeten Äleinfreiä, ba^er 

Sa^: Ort ber Serül^rungSpunfte aller oon einem ^unft an eine Äugel 
gezogenen ^an%tnttn ift ein jur ^znixak biefeä ^unftö fenfred^ter Äleinfreiä. 

@ö ift nid^t nötig, auäfd^tiejlid^ ©ro^freife für bie Söfung biefer Slufgabe 
gu benü^en. Segt man burd^ P eine beliebige ßbene, meldte bie Äugel nac^ einem 
Äleinfreiä mit SJiittelpunft C fc^neibet, fo finb bie an (enteren gezogenen 3^angenten 
PX unb PX' ebenfaHö Äugettangenten. 2)afe PX = PA, ergiebt fic^ auä 

PX=* = PC2— XC- 

= (a?— OC^) — (R?— OC^) 
= a2— R2 = PA^ 

221. 3lufgabe: 2)urd^ eine geg. ©erabe eine 33erül^rung§ebene an eine 
Äugel ju legen. 

2)ie 3lufgabe ift gurücfgefül^rt auf 65): 35ie oom Äugelmittelpunft auf 
bie geg. ©erabe gefällte Gbene fd^neibet biefe in einem ^unft, von bem au§ an 
ben jugleid^ erzeugten ©rofefreiö bie 2^angenten ju giel^en finb. Slnj^a^I ber 
Söfungen? 
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222. 21 uf gäbe: Durd^ brei geg. fünfte eine Äugetfläd^c p legen, bie 
eine geg. 66enc -5* berührt. 

3)a8 im SWittelpunft K beg Ärcifeö bcr brei 5ßunlte auf beten @bene er= 
rid^tete £ot ift gcometrifd^er Ort für ben Äugelmittelpunft 0. 3^i>« i>w^c^ i>i^f^^ 
2ot gelegte ßbene, alfo au^ biejcnige burc^ ben ju fud^enben S3erül^rung§punft X 
ber Sugcl unb ber geg. (Sbtm, ift ©rofefreiSebene. ®clingt e§, ben ©ro^freiS ber 
Gbene (XKO) ju cmtitteln, fo entfielt burc^ 3)rel^ung beSfelbcn um irgenb einen 

3)urd^meffer bie gefud^tc Äugelfläd^c. 3)a 
(XKO) alä &htm burd^ OK forool^I al§ 
burd^ XO jur ßbenc ber brei fünfte unb 
jur geg. @benc fenfred^t fte^t, fo ftel^t fte 
aud^ auf bereu ©d^nittgeraben s fenfred^t 
unb fd^neibet JS nad) einer SCangentc t in 
X an ben gefud^ten ®rofefrei§ (140). gäfft 
man bal^cr t)on K auf s baö Sot KA, ba§ 
ben Äreiä ber brei fünfte in ben fünften 
U unb V trifft, fo finb U unb V fünfte 
beg gefud^ten ©rofef reif eS , baä Sot t auf s 
in -2* wirb 3^angente unb man l^at bal^er in 
Ghtnt (KAt) nur nod; bie Slufgabe ju löfen: ßinen Äreiö ju jeic^nen, ber 
eine geg. ©erabe t berührt unb burd^ jroei geg. fünfte U unb V gel^t. Senü^e 
l^ieju ben ©a| über baä Quabrat ber 3^angente. Slnga^l ber Söfungen? ^ig. 131: 
9Ran benfe fid^ bie Gbene ber brei fünfte (PQR) burd^ Drel^ung um UV 
fenfred^t gur Qbtm be§ ^apierS geftettt. 




^oC ttttb ^otaxetene ber ^ugeC. 

223. 2)ie (Sbene beö Äreifeä ber Serül^rungSpunfte aller oon einem ^unltP 
an eine Äugel gezogenen 2^angenten Reifet ,,^o[arebene" unb P l^eijt il^r „^ol". 
Segt man burd^ P alle möglid[)en Äugelfreiäebenen, fo folgen bie oon ber ebenen 
©eometrie l^er befannten (Sigenfd^aften oon ^ol unb polare aud^ für ben Slaum, 
bal^er 

©a|: ®ie ^olarebene ber Äugel ift 

1. Ort für biejenigen fünfte aller Sefanten eineä ^ol§, bie burd() bie 
^ugelfläd^e t)om ^ol ^armonifd^ getrennt finb, 

2. Crt atter polaren be§ ^olö bejüglid^ fämtlid^er Sd^nittf reife, bereit 
Qbzmn burd^ ben ^o( ge^en, 

3. Crt ber Sd)nittgeraben je jtüeier 66enen, toeld^e bie Äugelfläd^e in jtDci 
auf einer ^ttanU beö ^ol§ liegenben fünften berül^ren, 

4. Crt ber Serül^rungSpunfte aller, oom ^ol an bie Äugel gelegten Tan- 
genten unb ^Tangentialebenen. 
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224. ®afe ber aWittelpunft K beä ÄrcifeS bcr Serü^rungSpunfte alfer 
Äugcitangentcn von einem $un!t P an^ ebenfalls als ^ol unb bie in P ^nx 
3cntrale PKO fcnf redete ®6ene afe gugei^örige ^olareSene betrad^tet werben 
fann, ergiebt fic^ wie folgt: 

35ie in einer beliebigen (SroPreiäebene burd^ bie ^^^trale P auf Unterer 
in P errichtete ©entrechte ift polare ju K. §ält man bei ber 2)rel^ung um bie 
3cntrale jwei Sagen f unb g biefer polare feft unb legt burdf) K irgenb eine 
Gbtnc, meldte biefe Sagen in X unb Y trifft, fo wirb XK foroo^l als YK burd; 
ben entftel^enben ©d^nittfreiS l^armonifc^ geteilt, b. ^. XY unb ba^er anö^ jebe 
anberc, irgenb jwei 5ßunfte von f unb g »erbinbenbe ®erabc ift ^Polare ju K, 
ober bie ganje ebene (fPg) ift ^Solarebene ^u K. 2)ie ®ä^e 223) 1—3 be-^ 
l^alten aucli im t)orliegenben %aü, ^ol K innerl^alb ber Sugel, il^re ©üttigfeit. 

Igteiie^ttttgett itoif^en »te^rerett ^itgeCn. 

225. 35rel^t man jjroei fid^ fd^neibenbe Äreife nebft il^rer gemeinfd^aftlid^en 
Seltne um bie S^nixak beiber Äreife als 3l^fe, fo folgt 

Sa^: 2)ie ©d^nittlinie j^roeier fid^ fd^neibenber Äugeln ift ein ÄreiS, beffen 
ebene fenfred^t jur S^^^^<^k bdber Äugeln ift unb oon il^r im SKittelpunft ge^ 
troffen wirb. 

3n)ei Äugeln f d^neiben fid^, mtnn U)xt B^^trale d <: R + r ober d > R — r, 
fie berühren fid^ oon au^en, wenn d = R + r, oon innen, rv^nn d = R — r. 

SBirb ber SlobiuS ber einen Äugel unenblic^ grofe, fo folgt ber ©a^ über 
ben ©d^nitt ber Äugel burd^ eine Qbtnt, mirb aud^ ber SlabiuS ber anberen un- 
cnblid^, fo folgt ber ©a| über ben ©d^nitt groeier ebenen. 

grage: ^n l^öd^ftenS roieoiel fünften fd^neiben fid^ brei Äugeln? 

Slntroort: ^an benfe fic^ bie Qbtm beS ©d^nittfreifeS jroeier Äugeln bis 
j^um ©c^nitt mit ber britten Äugel erweitert u. f. f. 

226. Stuf gäbe: eine Äugelfläd^e mit geg. ^albmefferR burd^ groei geg. 
fünfte fo ju legen, bafe fie eine geg. (^hmt berül^rt. 

Sefd^reibe um bie geg. fünfte als 9Kittelpunfte mit bem geg. ^albmeffer 
Äugeln, bie ftc^ nad^ einem ÄreiS fd^neiben mögen. Seftimme bie ©d^nittpunfte 
biefeS ÄreifeS mit ben betben ^arallelebenen jur geg. ebene im 2lbftanb R. 
2lnjal^l ber Söfungen? 

226 a. Slufgabe: Um einen geg. 5|8un!t eine Äugel gu befd^reiben, bie 
^roei beliebig geg. Äugeln nad^ gleid^en Äreifen fd^neibet. 

Sege burd^ ben geg. 5ßun!t unb bie SWittelpunfte ber beiben Äugeln eine 
ebene, fo ift bie Slufgabe auf biejenige ber ebenen ©eometrie jurüdfgefül^rt: Um 
einen geg. ^ßunft einen ÄreiS gu befd;reiben, ber jmei geg. Äreife naii) gleid^en 
©eignen fd^neibet. 3Ran benfe fid^ ben einen ber Äreife um ben geg. ^ßunft ge-- 
brel^t, bis bie Seltnen fid^ bedfen. 
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^ofett}e0ette, ^oienia^fe, ^oieuipnnif. 

227. Siegt uon jroei Greifen ber eine a) gan} innerl^alb, b) gan^ au^eri^alb be§ 
anbeten, c) fd^neiben fie fid), fo uerläuft il^re ^otenjgerabe a) au^erl^alb, b) groifd^en 
ben Umfangen ber Äreife, c) |ie ift bie Sc^nittgerabe beibcr Äreife. 2)urc^ 
Stellung um bie 3^wtrale ber Greife wirb bie ^otenjgerabe ju ber pr ä^ntrale 
fcnfred^ten ^oten^ebene jmeier Äugeln. Sagenoerl^öltniffe unb Gigenfd^aften ber 
^oteni^geraben bleiben erl^alten für bie 5ßotenjebene; bal^er 

©a^: ®ic 2:angentcn von irgcnb einem ^nntt ber 5|8otenjebene jroeicr 
Äugeln an (entere finb gleid^. 

Dber: Sie ^ßotenjcbene jroeier Äugeln ift Crt ber -DZittelpunfte aller 
Äugeln, roeld^e biefe beiben red^troinflig fd^neiben. 

228. Da bie ^otenjebene einer erften unb jroeiten Äugel biejcnige biefer 
jmeiten unb einer britten Äugel nad^ einer ®eraben fc^neibet »on ber ©igenfd^aft, 
baj bie ^^angenten von jebem il^rer fünfte an alle brei Äugeln gleid^ finb, fo 
mu^ aud^ bie ^otenjebene ber britten unb erften Äugel burd^ biefe ©erabe gelten, 
unb ba bie ßbcne ber brei 3Kittelpun!te, bie S^J^^"^^^^^^^^, i^ l^"^^^ "^^^ ^Sotens- 
ebenen fenfred^t ftel^t, fo ftcl^t fie aud^ ju bercn Sd^nittgerabcn fenfred^t; ba^er 

Sa$: 2)ie brei ^otenj^ebenen breier Äugeln fd^nciben fid^ nad^ einer jur 
^entralcbene ber Äugeln fenfred)ten (Seraben, ber fogen. ^otenjad^fe. ®ie von 
einem fünfte ber ^otenjad^fe an bie brei Äugeln gelegten 2^angenten jtnb gleid^. 

Cber : 2)ie ^otenjad^fe breier Äugeln ift Crt ber 5Wittelpunfte aller Äugeln, 
meldte bie brei Äugeln red^troinflig fd)neiben. 

229. Xritt §u ben brei Äugeln eine üierte, fo trifft bie ^otenjebene ber 
vierten unb einer ber brei Äugeln, etwa ber erften, bie ^otenjad^fe ber brei Äugeln 
in einem ^unft, oon bem auö bie ^Tangenten an bie vierte unb erfte Äugel unb 
fomit an alle vier Äugeln gleid; finb. 35urd^ biefcn ^unft gelten ba^er fämtlic^e 
^otcnjebenen unb ^otenja^fen ber vier Äugeln, b. ^. 

2a|: ®ie fed^ö ^oten^ebenen von oier Äugeln fdj^neiben fid) nad^ brei 
$otenjad)fen burd^ einen ^unft, ben ^oten?\punft. 3)ie 3^angenten oom $oten§j 
punft an fämtlid^e vier Äugeln finb gleid^, ober ber ^otenjpunft oon vier Äugeln 
ift SRittelpunft einer Äugel, meldte bie oier Äugeln red^troinflig fd^neibet. 

230. 33ertaufd^t man bie 2l6ftänbe ber ^otenj^geraben jmeier Äreife t)on 
beren 9)iittelpunften, fo erl^ält man bie fogen. ^roeite ^otenjgcrabe ber jmei Äreife 
unb burd^ 2)rel^ung um bie B^i^trale bie fogen. jroeite ^otenjebene jroeicr 
Äugeln. ®ie ©igenfd^aft ber gleiten ^Potenjgeraben lautet auf bie ^roeite ^oten^- 
zhtm übertragen: 

Sa^: Die grocite ^otengebene groeier Äugeln ift Ort ber 9Kittelpunfte 
aller Äugeln, roeld^e bie beiben Äugeln nad^ ©roPreifen fd^nciben. 

2)iefel6en Setrad^tungen roie 229) ergeben: 
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Sa^: ®ie btei jtücitcn ^otcnjcbenen breicr Äugeln fd^neiben fid^ nai) einer 
^ux 3JlittcIpunftäebenc ber Äugeln fenfred^ten ©eraben ber jweiten ^otenjad^fe ber 
brei Äugeln. Sie ift Ort ber 3)Zitte(punfte alfer Äugeln, roeW^e bie brei Äugeln 
nad^ ©ro^reifen fd^neiben. 

© a ^ : 2)ie fed^ö jroeif en ^Potenjebenen von vkx Äugeln fd^neiben fic^ nadj^ 
brei jroeiten ^otenjad^fen burd^ einen ^ßunft, ben jroeiten $otenj\pun!t. ®r ift 
3Jiittelpun!t einer Äugel, roeld^e bie mx Äugeln nad^ ©ro^reifen fd^neibet. 

230 a. Setrad^te, auägel^enb von ben enifpred^enben ©ä^en ber ebenen 
©ebmetrie, bie ©onberfälle ju 227—230, roenn einzelne Äugeln ^u ^ßunften ju^ 
fammenfd^rumpfett. 3Ran erl^ält eine 3leil^e uon ©ä^en, wie j. S3. 

®ie 5|8otenjebene eine§ 5|8unftä unb einer Äugel ift Crt ber 3Kittelpun!te 
aller Äugeln, bie burd^ biefen $unft gelten unb bie geg. Äugel red^troinflig 
fd^neiben u. f. f. 

230b. aufgäbe: 3)en 3Kittelpunft einer Äugel ju finben, roeld^e burd^ 
jmei geg. 5|8un!te gel^t, bie eine von jroei geg. Äugeln red^troinflig fd^neibet unb 
bie anbere nad^ einem ©rofefreiS trifft. 

Söfung: Die erfte ^otengebene ju einem ber beiben 5ßunfte unb ber erftcn 
Äugel unb bie jroeite ^otenjebene jum felben ^unft unb ber groeiten Äuge! 
fd^neiben fid^ nad^ einer ©eraben, bie von ber SKittellotebene ber beiben geg. 
fünfte im gefud^ten 3Kittelpun!t getroffen wirb. 

231. 2)ie 2lel^nlid^feitgpunfte ijroeier in einer Qhtnt liegenben Äreife bleiben 
2lel^nlid^feit8pun!te ber burd^ Umbrel^ung um bie 3^"trale entftel^enben Äugeln 
unb liegen ju ben 9Wittelpun!ten l^ormonifc^. 3)ie 2^angenten bejm. SEangentials 
ebenen von einem ber 3lel^nlid^feitSpunfte an bie eine Äugel berül^ren jugleid() 
bie anbere, bal)er 

©a|: ^tht ber unenblid^ üielen gemeinfd^aftlic^en 93erül^runggebenen groeier 
Äugeln ge^t burd^ einen ber 2le^nlid[)feit§punfte. 

232* Segt man burd^ bie SKittelpunfte breier Äugeln bie Gbene, fo liegen 
nad^ bem ©a^ von 3Konge bie fed)ä 3lel^nlid^!eit§punfte ber brei entftel^enben 
©ro^reife unb fomit aud^ ber brei Äugeln ju je breien auf vkx ©eraben ber 
3)littelpunft8ebcne. ®urd^ jebe biefcr vkx Slel^nlid^feitäad^fen finb groei Serül^runggs 
ebenen an eine Äugel möglid). 3lber jebe biefer Gbenen berül^rt gemä^ 231) 
aKe brei Äugeln, bal^er 

©a^: ®rei beliebige fid^ nid^t fdfineibenbe Äugeln befi^en ad^t gemein= 
fd^aftlid^e Serül^rungäebenen. 

Slnjal^l ber S3erül^rung§ebenen , rvtnn gmei bejm. alle brei Äugeln fid> 
fd^neiben? 
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233. SSefd^reibt man ü6er bem 9C6ftanb ber älel^nlid^Ieitdpunlte jiDeier 
Greife afö 35urc^mcffcr bcn SlpoIIomj'c^cn Ärei§, fo folgt burd^ 35rcl^ung um 
t)ic 3^ttttoIc: 

Sa$: a^tc äpoHonifd^c Äuget über bem äbftanb ber aie^nlid^feitSpunfte 
jroeier Äugeln ift Ort aller ^ßunfte, von benen au^ beibe Äugeln unter gleid^em 
©emtSroinfet erfd^einen. 

§at man brei Äugeln, fo ift ber Sc^nittfretS ber Slpoltonifd^en Äugeln 
lux erften unb jroeiten unb ^ur jroeiten unb britten ber geg. Äugeln Ort aller 
fünfte, von benen au^ f amtliche brei Äugeln unter gleid^en 2Bin!eln erfd^einen, 
bal^er muj aud^ bie Stpollonifd^e Äugel jur erften unb brittei\ ber geg. Äugeln 
burd^ biefen ©d^nitt!reiä ge^en, b. 1^. 

Sa|: Sie brei SlpoHonifd^en Äugeln breier beliebiger Äugeln fd^neiben \xä) 
in einem Äreiö, oon beffen fünften auS alle brei Äugeln gleich grofe crfd^einen. 

3^ritt eine üierte Äugel l^inju, fo trifft bie Slpollonifd^e Äugel jur oierten 
unb erften ben 2lpollonifc^en ©d^nittfreis ber brei erften Äugeln in jroei ^ßunften, 
burd^ meldte fomit fämtlid^c SlpoHonifd^en Äugeln ber oier geg. Äugeln J^inburd^-- 
gelten, bal^er 

Sa^: 2)ie fed^S SlpoHonifd^en Äugeln ju oier geg. Äugeln fd^neiben fid^ 
in groei fünften, oon benen auä alle oier Äugeln gleit^ groj erfc^einen. 

^onienixif^e <^itgeCtt. 

234. ®urd^ ©rel^ung lonjentrifd^er Äreife um beftimmte 2)urd^meffer er= 
^tbtn ]x6) folgenbe Sejiel^ungen : 

1'. 2)ie 3Kittelpunfte aller Äugeln oom geg. ^albmeffer r, bie eine geg. 
Äugel oom ^albmeffer E oon au^en bejro. innen berül^ren, liegen auf 
einer fonjjentrifd^en Äugel oom ^albmeffer R -j- r bcjro. R — r. 

2. 2)ie 3Kittelpunfte aller Äugeln oom ^albmeffer r, bie eine geg. Äugel 
oom ^albmeffer R nad^ einem Äleinfreiä mit ^albmeffer p fd^neiben, 
liegen auf jroei !onjentrifd[)en Äugeln mit ben ^albmeffem I/R* — p* 
± l/r^ — ()^. 3^'^^^^ biefen ^albmeffer auS R, r, (k 

3. Ort aller fünfte, beren 2^angenten an eine geg. Äugel oom ^al bmeffer R 
bie Sänge t f)abtn, ift eine fonjentrifd^e Äugel oom ^albmeffer \/B.^ + *^- 
2)iefe Äugel ift jugleid; 

4. Ort ber 2ßittelpunfte aller Äugeln, bie eine geg. Äugel red^troinflig 
fd^neiben (^albmeffer t), unb 

5. Ort aUer fünfte, oon benen auS bie Äugel unter gleid^en SBinfeln 
erfd)eint. 

6. Die 93erül^rung§ebenen an bie innere jmeier fonjentrifd^er Äugeln 
fd^neiben bie äußere nad^ gleid^en Äleinfreifen, beren SKittelpunfte bie 
33erül^rung§pun!te finb, ober 
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Ctt für bic 9)iittctpunftc aßet glcid^grofecn Älcinfrcifc einer Äugel ift 
eine fonjentrifc^e Äugel, rocld^e bie Äleinlreife in beten ?IRittelpunItcn 
bertil^rt. 

235. ©a$: ^tit jroei fonjentrifc^e Äugeln fd^neibenbe (Sbene fd^neibet 
einen Äreidting von unperänberlic^er %lää)t au3. 

Seroeiä: ®ie §attmeffer ber geg. Äugeln feien R unb r, biejenigen il^rer 
©d^ntttfreife p unb p' unb ber 2lbftanb ber ©c^nittebene t)om 3MitteIpunIt ber 
Äugeln k, fo ift bie gräd^e F beS ÄreiäringS 

Y = np^ — ng'^ = ;r (R* — k») — ;r (r' — k«) 
= ;r (R* — r«) = fonftang. 

236. Slufgabe: 3)en SDWttelpunft einer Äugel t)om §alBmeffer r gu finben, 
bie eine geg. Äugel berül^tt, eine jroeite red^troinlHg unb eine britte nac^ einem 
ÄleinIreiS t)om ^albmeffer g fc^neibet. 

SBäl^le bie ^tttelpunltgebene ber brei geg. Äugeln }ur 3^^^ungSebene 
unb befd^reibe in il^r nun bie 3RitteIpunfte ber entftel^enben ©ro^reife, beren 
^albmeffer Rj, Rj, R3 fein mögen, bie fonjentrifc^en §ilfglreife mit ben ^alb-- 

meffcm Rj ± r, l/^^Rj'+r', I/R^« — p« ± l/r» — p". S)ie ©d^nittpunfte ber 
burd> Flotation entfte^enben fonjentrifd^en ^ilfäfugeln finb bie gefud^ten SKittel^ 
punfte. Slnjal^I ber Söfungen? 

237. aiufgaben jum V. Slbf^nitt: 

1. 3wifc^^" ciwc g^S- ®crabc unb eine geg. Ebene eine ©trerfe t)on geg. 
Sönge fo ju legen, ba^ fie mit beiben uorgefc^riebene SBinfel bilbet. 

2. 2)reifant auä b, c, h; b, c, h'; a, h', h"; a, h, h'. 

3. ©pl^ärifd^eö 3)reiedE auS et, ß, y\ a, ß, y\ ß, y, b. 

4. ©p^ärifc^eS 2)reiedE ouS /^, ;', a + b + c; a, /?, b + c. 

5. 9luf einer Äugelfläd^e ©om ^albmeffer R ftnb brei fünfte gegeben, 
beren Entfernungen mit bem ^\xlt\ abgeftod^en werben lönnen. (Se-- 
fud^l ©eiten unb SBinfel bed ®rei!antä, beffen ©eitenfläd^en bie 
Äugel in ben geg. fünften berül^ren. 

6. ®urd^ einen geg. $unft einer Äugelfläd^e fenfred^t ju einem geg. ®ro^' 
IreiS einen ©ro^reiö ju jeic^nen. (Seftimme ben ^ol.) 

7. Einen Äugelfreiö t)om fpl^ärifd£)en ^atbmeffer g %\x j^eid^nen, ber jmei 
geg. Äugelfreife mit ben fpl^örifd£)en §albmeffem r^ unb rj berül^rt. 

8. 3ln groei geg. Äugelfreife bie gemeinfd^aftlid^en fpl^ärifd^en Tangenten 
lu legen. (©onberfaH ©on 7, ba ber fpl^ärifd^e ^albmeffer ber S^an« 
genten befannt ift.) SSier Söfungen. 

9. Ein fpl^ärifd^eö SieledE in ein fpf)ärifc^eö ^xozxtd t)on gleid^er gläd[)e ju 
tjerroanbeln. - 

10. Sered^ne bie SBinfel eineä gleid^feitigen 2)reierfg, beffen gläd^e -jgber 
Äugelfläd^e beträgt. 

Sauerbed, Stereometrie. 9 
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11. 3Belci^en Seil bed ^immetegetDÖlbed überblidt man burd^ ein gleid^fettigeS 
breiecfiged ^enfter Don ber ^ante a, wmn jtd^ baä 9(uge in ßantenlänge a 
tjon ben ßdfen beS ^enfterä befinbet? (Setrad^te baS Sluge ate TlititU 
puntt ber ftc^tbaren $al6tugel bed unenblid^en $immeISgett)ölbe$ unb 
bered^ne bie Äantenroinfel be« entftel^enben regulären 2^etraeberö mittete 
eined gleid^fc^ent(igen 2!)reie(fd, bad eine jlante jur ©runbfeite unb 
bie von i^ren ßnbpunften auf bie (Segenfante gefällten Sotc j^u 
Sd^enfeln l^at.) 

12. ®ic lürjcfte Entfernung (Suftlinie) groifd^en jroei ©rborten (tp, k) unb 
{q)\ k'), beren Soge burd^ geograpl^ifd^c 33reite (p bejro. qp' unb Sänge 
\ bejnj. l* beftimmt fein möge, ju bered^nen. — Senü^e 188) für ba§ 
burdf) jjroei Seiten 90 — y unb 90 — q)' unb ben eingcfc^loffenen SBinfcI 
A — yL' beftimmte fpl^ärifd^e ®reiecf unb brücfe bie änjal^l ®rabe für 
bie bered^nete britte Seite a in Kilometer auä: 1° = 111 km. — 

13. älUe Ebenen, bie t)on jroei geg. fünften ein geg. älbftanbSüerl^ältni^ 
^aben, gelten burc^ einen ber beiben fünfte, roeld^e bie SSerbinbungö- 
ftredfe ber beiben geg. fünfte im geg. SSerl^ältniS teilen. §armonifd^c 
Sage ber »ier fünfte. 

14. ©efud^t bie ©c^nittgcraben aller Ebenen, bie ©on brei nid^t in einer 
©craben liegenben fünften ein geg. äbftanbSDerl^ältniä l^aben. SSier 
Sbfungen. 

15. 3Ba§ ift ber Ort aller fünfte, für meiere bie 3)ifferenj ber üuabrate 
ber Entfernungen tJon jmei feften fünften fid^ nid^t änbert? 

16. SQBaä ift ber Crt aller fünfte, für meldte bie Summe ber Duabrate ber 
Entfernungen oon jmei feften fünften benfelben SBert l^at? Sebeutung 
ber feften ^ßunlte. 

17. Crt aller fünfte, beren 3Serbinbung8ftredfen mit jroei feften fünften 
einen redeten SQBinfel einfd^lie^en? 

18. Drt aller ^ßunfte, bie von jmei geg. fünften ein unt)eränbcrlic^cS 2tb= 
ftanbäoerl^ältniö l^aben, ift bie Äugelfläd^e über benjenigen beiben Seil- 
punften alä 3)urd^meffer, meldte bie 3Serbinbungäftredfe ber geg. ^fünfte 
im geg. Ser^ältniä l^armonifd^ teilen. (SlpoHonifd^e Äugel.) 

19. Crt aller fünfte, bie t)on brei geg. fünften ein unt)cränberlidS>cö Slb^ 
ftanb^Der^ältniS l^aben? 

20. 2)ieienigen 5|8unfte ju beftimmen, bie uon okx geg. fünften ein bt- 
ftimmteS älbftanbSveri^ältnig ^aben. 

21. Stuf einer geg. ©eraben einen ^ßunft ju beftimmen, ber von jroei geg. 
fünften ein geg. 3lbftanb§t)erl^ältniS l^at. 

22. 3luf einer Äreiölinie einen $unft ju finben, von bem ouS eine ber 
Sage unb ®rö^e nac^ geg. StredEe unter einem redeten 3B3infel erfc^eint. 

28. aiuf einer geg. Äugel einen $unft gu finben, tJon bem an^ brei bc^ 

liebige kugeln gleid^ gro^ erfdE)einen. 
24. 3Cuf einer geg. Äugelfläd^e einen ^ßunft gu finben, tJon bem a\i^ jmei 

geg. Äugeln geg. fd^einbare ©röfee l^aben. (3Sergl. 234. 5.) 
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25. @tne ^ugel |(u beftimmen, bie r>on x>kx geg. fünften au^ geg. fd^etn^ 
bare (Stößen l^at. 

26. 3)urd) eine geg. @erabe eine @bene ju legen, bie ^n^ei lonjentrifc^e 
^ugel^äc^en fo fd^neibet, ba^ bie %l&i)t beS inneren ©d^niittreifed bie 
^älfte berjenigen be§ äußeren beträgt. %erg(. 285). 

27. @ine Äugelfläd^e t)om §aI6meffer R ju beftimmen, welche brei ber fol^ 
genben 95ebingungen erfüllt: 1. fie gel^e burc^ einen geg. $un!t, 2. be? 
rü^re eine geg. @Unt, 3. berühre eine geg. ^ugelfläd^e, 4. fd^neibe 
eine geg. @6ene, be^n). 5. eine geg. ^ugelflä^e na^ einem ^reis x>on 
geg. ^albmeffer. B^ci ober brei ber Sebingungen !dnnen aud^ ber? 
felben Slrt fein. 

28. ^uxä) eine geg. ®erabe eine @bene ju legen, bie einen geg. ^rei§ be^ 
rü^rt. (Sic^c t)om ©d^nittpunft ber ©eraben unb ber ®bene beä Äreifeä 
eine Tangente an (enteren.) 

29. @ine ßugel }u befttntmen, bie eine geg. ^ugel unb eine geg. @bene 
berül^rt, wenn ber Serül^runggpunft a) mit ber Äugel, b) mit ber @bene 
gegeben ift. 

30. ^urd^ einen $un!t eine @bene ^u legen, bie von jroei geg. fünften 
geg. @ntfemungen l^at, ober: burd^ einen $unlt eine Tangentialebene 
an jmei geg. Äugeln ju legen. 35ergl. 231). ©onberfall: ^unft im Un-- 
enblic^en. 

31. Sine (Sbtnz jju beftimmen, bie von brei geg. 5|8unften geg. ©ntfer^ 
nungen l^at. 

32. ^n einer oon ^mti geg. ftd^ fc^neibenben ®eraben einen ^untt ^u be- 
ftimmen, ber oon ber anberen geg. @eraben unb einem geg. $untt 
gleic^roeit abfte^t. 

33. ^araUel einer geg. @bene eine S3erül^rung3ebene an eine Äugel ju legen. 
(£ot oom SRittelpunft auf bie @bene.) 

34. 3^^^* /"lö" i" 8w^i beliebigen Äugeln parallele §albmeffer, fo gel^t bie 
äSerbinbungägerabe ber @nbpuntte burc^ einen ber älel^nlid^Ieitdpunlte, 
burd^ ben äußeren, wenn bie parallelen im felben Sinne gejjogen finb, 
anberenfaHä burd^ ben inneren. 

35. 3i^t man burd^ einen Slel^nlid^feitäpunft S jmeier Äugeln ©tral^len, 
meldte auf ben Äugeln bie äl^nlic^ liegenben fünfte X unb X', Y unb 
Y' u. f. f. beftimmen, fo ift bie 9led^tedfäfläd)e SX.SX' = SY.SY' 
unoeränberlic^. 

36. äSerben brei Äugeln oon 'einer oierten berül^rt, fo gel^t bie burd^ bie 
brei Serül^rungSpunfte gelegte Sbene burd^ eine ber oier 2lel^nlid^!eitS5 
ad^fen ber brei geg. Äugeln unb jmar burd^ bie äußere ober eine ber 
inneren, je nad^bem bie brei Serül^rungen gleid^artig finb ober nid^t. 

37. 6ine Äugel ju beftimmen, fo ba^ il^r 3Rittelpunft auf einer geg. (Seraben 
liegt, il^re ^läd^e eine geg. (Sbene berührt unb burd^ einen geg. ^unft gel^t. 

38. @ine Äugelfläc^e ju beftimmen, meldte burd^ brei geg. $unlte gel^t unb 
eine geg. Äugelfläd^e berül^rt. 3Sergl. 222). 
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39. ®inc Äugelfläd^c ju beftimmcn, roeld^c burc^ jwei geg. 5ßunfte gel^t unb 
a) ^roet Qhtntn, b) groet geg. Jtugeln, c) eine geg. ^uge( uvä> eine 
geg. @bene berül^rt. 

40. ^urd^ einen geg. $un!t einer geg. @6ene ober parallel einer ©eraben 
eine @erabe ju gtel^en, fo ba^ bie S3erül^rungde6enen, roeld^e burd^ biefe 
@erabe an }n)ei auf berfelben Seite ber @6ene geg. kugeln gelegt 
roerben, gegen bie geg. @6ene gleid^ geneigt ftnb. (^enü^e bie ju einer 
ber kugeln f^mmetrifd^e Be^üglic^ ber geg. @bene.) 

41. @ine Qitnt ^u beftintmen, weld^e burd^ einen geg. $unlt gel^t, Don 
einem geg. $untt einen geg. Slbftanb l^at unb eine geg. Augel nac^ 
einem geg. ÄreiS fd^neibet. 

42. @ine @bene gu beftimmen, bie t)on ^mei geg. fünften ein geg. Slbftanbgf 
Deri^ältnid l;at unb gegen brei geg. @erabe gleid^ geneigt ift. 

43. (Sine Ghtnt ju beftimmen, bie t)on mtx md)t in einer @bene liegenben 
^ßunften geg. abftanb8t)er^ältniffe f)at SBergl. ©onberfatt 104) äufg. 20. 
Slnjal^l ber Söfungen? 

44. @ine ^ugel ^u beftimmen, bie jraei geg. kugeln red^tminflig fd^neibet 
unb jroei geg. @benen berül^rt. 

45. @ine Äugelfläd^e ju beftimmen, bie burc^ einen geg. 5ßun!t gel^t unb 
brei geg. (^btmn berül^rt. äln^al^l ber Söfungen? 

46. 6ine Äugel gu beftimmen, bie burd^ einen geg. ^ßunlt gel^t unb brei 
geg. Äugeln red^troinftig fd^neibet. Setrad^te bcn $un!t als ©rengfaH 
einer Sugel. 

47. SBo liegen bie ©d^nittgerabcn ber (Sbenen ber Sugellreife, nac^ meieren 
}n)ei geg. Äugeln t)on beliebigen britten Äugeln gefd^nitten merben? 

48. 2Bo liegen bie ^SRitten aller gemeinfd£)aftlid^en 2^angenten gmeier Äugeln? 

49. ©egeben eine Äugel, eine @bene unb eine ©tretfc. ®efud^t eine Äugel, 
roelc^e bie geg. ©trecfe jum ^albmeffer unb mit ber geg. Äugel bie 
geg. ßbene jur ^otengebene l^at. 

50. (Segeben groei Äugeln unb ein beliebiger ^unft. ©efuc^t eine Äugel burc^ 
biefcn ^unft, fo ba^ aUe brei Äugeln eine gemeinfame ^otenjebene 
l^aben. ß^^ei %äüt : 3!)ie geg. Äugeln fd^neiben fid^ ober fd^neiben fid^ ni(^t. 

®ie ©efamt^eit aller Äugeln, bie mit einer geg. Äugel biefelbe 
^oten§cbene §aben, l^eifet Äugelbüfd^el. 3Bo liegen bie 9Rittclpunfte 
eineö Süfd^elö? 

51. gine Äugel ^u beftimmen, bie eine geg. (Sbene berül^rt unb mit jroei 
geg. Äugeln gu bemfelben Süfd^el gel^ört. ©rfter %aü, bie Äugeln 
fd^neiben fid^; ^weiter gall, fie fd^neiben fid^ nid^t. 

52. Sine Äugel ju beftimmen, bie brei geg. Äugeln rec^troinflig fd^neibet 
unb eine geg. @bene berül^rt. 

Seftimme bie ^oten^ad£)fe ber brei Äugeln unb befd^reibe jmei be« 
liebige Äugeln Ki unb Kj, meiere bie geg. Äugeln red^tminllig f^neiben. 
(Ermittle nac^ älufgabe 51 biejenige Äugel beä Äugelbüfd^elS K^ K2, 
toeld^e bie geg. (Sbene berül^rt. 
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53. @ine Äugel ju bcftimmcn, btc burd^ einen geg. ^unft gel^t, groet geg. 
Äugeln rec^trotnflig unb eine britte geg. Äugel nad^ einem ®rofe!reiS 
fd^neibet. 

54. &xm Äugeipäd^e fo burdf) einen geg. ^unft ju legen, bafe fie jraei geg. 
Äugeln naö) ©roPreifen unb eine britte rec^troinflig fd^neibet. 

55. 6ine Äugel ju beftimmen, bie burd^ einen geg. $unft gel^t unb eine 
geg. Äugel in einem geg. $un!t berül^rt. 

56. ®ine Äugel ^u beftimmen, bie eine geg. Sugel in einem geg. ^unft 
unb eine jmeite geg. Äugel berül^rt. 

57. (Sine Äuge! gu beftimmen, bie brei geg. (Sbenen unb eine geg. Äugel 
berül^rt. 

58. ©uc^t mon ju fämtlid^en ^ßunften einer ©eraben g bie ^olarebenen, 
fo gelten biefe fämtlic^ burd^ eine jmeite ©erabe g', bie ^ßolargerobe 
pi g unb umgcfel^rt. SBelc^e Sage l^aben bie ©eraben ju einanber? 
SBeld^e Sage l^aben bie ©d^nittpunfte einer bie ©eraben fd^neibenben 
Äugelfefante? 

59. Sine Äugel ju beftimmen, roeld^e burd^ jroei geg. fünfte gel^t unb 
1. eine geg. &htnt unb eine geg. Äugel berül^rt, 2. gmei geg. Äugeln 
berül^rt. 

60. Die Slel^nlid^feitäpunfte t)on trier Äugeln liegen achtmal gu je fed^ö in 
einer (Sbene. (Slel^ntid^feitäebenen.) 



VI. aßfc^niff. 



Sm ©egenfa^ jur @bene finb alle anberen ^läd^en gefrümmt. ®ie ein- 
fad^ften ÄrümmungSt)erl^ältniffe jeigen bie UmbreJ^ungS« ober 3lotation§fläd^en. 

^eitgititg. 

238. ^tit mit einer unbemeglid^en ©eraben ftarr »erbunbene ftete Sinie, 
btc fogen. ®rgeugenbe, befd^reibt bei ber Umbrel^ung um bie ©erabe afe Sld^fe 
eine Umbrel^unggfläd^e. ^ierauS folgt: 

©rfter ^auptfa^: Seber ^unft ber (Srjeugenben befd^reibt mit feinem 
2lbftanb von ber ®rel^ac^fe alä ^albmeffer einen ÄreiS, beffen Qhtnt jur 2ld^fe 
fenfred^t ftel^t. 

Ober: Sllle jur 3ld^fe fenfred^ten ebenen ©d^nitte einer Umbrel^ungSpd^e 
finb Äreife, fogen. ^araHellreife. 
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Stotiitx $auptfa^: älTc burd) bic 3)rel^ac^fe gelegten ßbenen fd^neiben 
bie Umbre^ttngd^äc^e nad) longruenten Stnien, ben fogen. äCd^fenfd^nitten ober 
SJKeribianen. 

9iur im %aü bie @rjeugenbe eben ift unb bie Sld^fe in il^rer Ebene liegt, 
ift fie jugleid^ Slci^fenfd^nitt; ift anberenfattä : a) bie ©rjeugenbe eben, aber bie 
Sld^fe aufeerl^olb il^ret @bene, b) bie ©rgeugenbe räumlich ober „boppelt" gc* 
ftümmt, b. f). tjerläuft fte nid^t in einet @bene, fo finb ßrjeugenbe unb STd^fen'' 
fd^nitt uerfd^ieben. 



Sig. 132. 




Igtetft^tttttg. 

239. 2)ie Serül^rungäebene einer beliebigen %läd)t 
f)at bie ©igenfc^aft, bafe jebe burd^ il^ren Serül^rungSpunft P 
gelegte Sd)nittebene bie ^läd^e naä) einer Äuroc unb bie 
Serül^rungSebene nad) ber 2^angente an biefe Äuroe in P 
fd^neibet. ^näbefonbere fd^neibet bie Serül^rungäebene einer 
Umbrel^ungSfläd^e bie burd^ ben Serül^rungäpunft gel^enben 
©benen beä STOeribianS unb ^ßarallellreifeS nac^ ben S^angen^ 
ten in jenem $unlt an biefe Sinien, fomit 

©a|: ®ie Serül^rungäebene in einem $unft einer 
Umbre^unggfläc^e ift beftimmt burd^ bie beiben 2^angenten 
in jenem $unft an ben bem ^ßunft ^ugel^örigen SReribion 
unb 5parattelfrei§. 

9ie eittfai^^ett ^»tbre^itttgs^&i^ett. 

240. ®ä feien l^ier nur biejenigen ^läd^en betrad^tet, bie von ben ein- 
fad^ften ®rjeugenben, ber ®eraben unb bem Äreiä, befd^rieben werben. 3Ran 
l^at folgenbe 5ölöglid^feiten: 

a) 2ld^fe mit ber ©rjeugenben in einer Sbene 

1. gur erjeugenben ®eraben parallel . . . ßplinberfläd^e 

2. biefclbe im ©üblichen fd^neibenb . . . . Äegelftäd^e 

3. burd^ ben 3Kittelpunft beö erjeugenben Kreifeö Äu g e l 

4. augerlialb beäfelben 2öulft 

b) Sld^fe mit ber (Srjeugenben nic^t in einer Qbzm 

5. jur ergeugenben ©eraben minbfd^ief 

@inmantelige§ 2)re^ungdl^pperboloib 

6. jur ÄreiSebene parallel SBulft ober SBulftring 

7. ^VLX ÄreiSebene beliebig geneigt . . . 2öulft ober SBulftring 

8. jur Äreigebene fenfrec^t ÄreiS ober Äreiöring. 



241. Sllle ^läd^en, bie t)on einer nad^ irgenb meld^em ®efe^ ftd^ ftetig 
beroegenben ©eraben al§ (Srjeugenben befd^rieben werben, l^ei^en Slegelfläd^en 
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(regula bie ©erabe). auf if)ntn lä^t jtd^ fotnit eine 5^0- 133. 

burd^ bag Scroegungögefe^ befd)ränfte, unenblid^e v. ,.•• 

©d^ar t)on ©eraben giel^en. 3ft bie 95en)cgung eine . yN^ 

fold^e, bafe bie ftctig aufeinanber folgenbcn Sagen /y^ ^^\. 

ber ©rgeugenben fic^ fd;neiben, fo befielet bie glücke \J^ ^^ 

au§ unenbKd^ uielen, unenblid^ fd^malen, jtd^ ftetig y]/ 
aneinanber teil^enben ebenen gläd^enftreifen, fogen. y 
fjläd^enelementen. 2Bitb bal^er bie 9lcgelfläd^e na6) 
irgcnb einer (Srjeugcnben aufgefd^nitten, fo fann man, 
mit bem crften ^läd^enclement beginnenb, jebeö in bie 
(Sbene be§ mi)\i benad^barten umtlappen, b. 1^. bie 
Qan^t gcfrümmtc 9{cgelfläd£)e (ä^t fid^ in eine @6ene ausbreiten : 3!)ie Slegelfläd^e 
ift abroidfelbar (bcDeloppabel). 

3ft bagcgen jebe Sage ber ©rjeugenben jur näd^ftfolgenben roinbfc^ief, fo 
ift bie Siegelfläd^e nid^t abroitfelbar. @ine fold^e roinbfd^iefe SRegelfläc^e t)crmt 
fid^ wie eine reine Äurcenfläd^e, b. f). wie eine burd^ ftete Seroegung einer Ruxvt 
cntftanbene ^läd^e. 

®emgemä^ finb obroidfelbar bie ßplinber- unb Äegelfläd^e, roinbfd^ief ba« 
gegen baS einmantelige ©rel^ungSl^^perboloib. 

Jt0ii>idlCitttg. konforme Ji00iC^iittg. 

242. ®a bei bem befd^riebenen 3Sorgang ber Slbroidflung ber SBinfcl je 
groeier unenblid^ benad^barter (Srjeugenben fid^ nid^t änbert unb jebe beliebige, 
auf ber SRegelfläd^e t)crjeid^nete ÄurtJe als ein 3w8 ^^^ unenblid^ uielcn, unenb? 
lid^ Keinen, in ben einzelnen gläd^enelementen liegenben, fid^ ftetig folgenben 
Seltnen, fogen. Äurt)enelententen, angefel^en werben fann, bie in il^ren SSerlängc^ 
rungen bie Tangenten ber Äuroe bilben, fo folgt, ba^ jebeä uon jroei unenblid^ 
benad^barten ©rjeugenben unb einem Äuroenelement eingef d^Ioffene , unenblid^ 
fd^male ®reiedE jid^ als ein fongruenteS abmitfelt. ®a ferner jeber ©d^nittpunft 
zweier beliebiger Äuroen ber %lä(i)z als in einem ^läd^enelement liegenb betrad^tet 
werben fann, fo ift ber SBinfel ber abgeroidfelten Äuroen, ber fogen. 33 er? 
roanbclten, berfelbe roie berjenige ber Äuruen auf ber ^läd^e felbft. SebeS 
Don brei beliebigen Äuroenelementen eingefd^Ioffene breiedfige 3läd£)enelement roitfelt 
ftd^ bal^er als fongruenteS gläd^enelement ai, unb ba bie ganje gläd^e auS un^ 
enblid^ »ielen berartigen unenblid^ fteinen ^läd^enelementen jufammengefe^t gebadet 
werben fann, fo folgt 

©a^: 2)ie 3lbtt)idElung ber Stegelfläc^e ift baS winfel*, längen-- unb fläd^en^ 
treue Slbbilb ber ^läd^e, 

b. f). jeber SBinfel, jeber Äuroenbogen unb jebeS uon beliebigen Äurtjen* 
bögen begrenzte ^läd^enftütf erfd^eint in ber 3lbn)idfelung als ebenfo großer 
SBinfel, ebenfo langer Sogen unb ebenfo grofeeS gldd^enftüdf. 3)ie räumlid^ 
gefrtimmte gläd^e ift bilblid^ burd^auS treu unb nid^t etwa perfpeftioifd^ per^ 
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Iürj\t in ber 66cnc bargcftellt, fo bo^ i^rc räumlid^en SBcr^ältniffc unmittelbar 
bem ebenen Silb in realerer ®rö^c entnommen merben fönnen. 

3ft bie %lä6)t n\d)t abmicfelbar, fo ift eä nid^t me^r möglich, ein bcrart 
übercinftimmenbeS S5Ub bcrfelben jju entwerfen. ®amit j. S. baö S3ilb roenigftenö 
noc^ in geroiffem ©inn ber %lää)t äJ^nlid^ wirb, f)at man bie ®igenfci^aft ber 
SBinleltreue gu erl^alten, b. ^. ein 3Serfa^ren ju fud^en, burd^ meld^eS jcbeö be^ 
(iebige, unenblid^ Heine, breiedPige ^läd^enelement al3 äl^nlic^ed ^reiedfd^en in bie 
Silbebene übertragen mirb. Sielte ^ugelabbilbungen. 

SQBinleltreue 2lbbilbungen be^eid^net man auc^ alä fonform ober ifogonal, 
fläc^engleid^e al§ äquivalent. 



5)ie (Ä^Itttbetfräi^e. 

$ett&re(9fer $xeisaftinbn. 

243. ®rel^t ftd^ eine ©erabe um eine ju il^r parallele fefte ©erabe alö 
äld^fe, o^ne il^ren 2lbftanb r oon le^terer pi änbem, fo befd^reibt fie bie SRantel- 
fläd^e eines fenfred^ten Äreiöcplinberä. ^ig. 184. hieraus folgt: 

©a$: Sitte jjur 2ld)fe fenfred^ten (Sbenen fd^neiben bie ßptinberfläd^e nad^ 
gleid£)en Äreifen, fogen. ©runbf reifen, oom $albmeffer r. (35ergl. 238. 1.) 

$iernac^ bie Sejeid^nung fenfred^te Äreiäc^linberfläc^e. S^mer folgt 

©a|: 3ebe burd^ bie Sld^fe gelegte ober il^r parattele ßbene im äbftanb 
< X fd^neibet bie 6plinberfläd)e nad^ groei paratteten ©rjeugenben ober SKantel^ 
linien. (SSergl. 238. 2.) 

©a$: 3)ie f entrechte Äreiöc^linberfläd^e ift Ort atter fünfte, bie oon einer 
geg. ©eraben eine geg. ©ntfemung l^aben. 

244. 3Keift roirb bie ß^linberfläd^e burd^ jmei ©runbfrciöebenen abgegrenjt. 
9Kan benft fid^ bann ben ß^Iinber aud^ baburd^ erjeugt, ba^ 

1. eine jur 6bene eines Äreifeö fenfred^te ©erabe, fid^ felbft parattel, bcm 
ÄreiS, ber fogen. Seitlinie, entlang gleitet, 

2. ein 3led^tedf um eine feiner ©eiten als Sld^fe fic^ brel^t. SEBeld^e ©eite 
befd^reibt ben SKantel? 

245. Um ben ©d^nitt einer ©eraben mit ber ßplinberfläd^e ju beftimmcn, 
i)at man biejenigen 3Kantellinten aufgufud^en, meldte bie geg. ©erabe fc^neiben, 
mit il^r alfo in einer (S6ene liegen. 5Diefe 66ene ift paraffel jur 3ld^fe. ©d^neibct 
fie bie ®htm beS ©runbfreifeS 

1. nac^ einer ©el^ne, fo 6eftimmen bie burd) beren ©nbpunfte gezogenen 
3Rantellinien jroei ©djinittpunfte. ^ig. 134. gig. 134a in §orijontal- 
unb SSertifalprojeftion, 
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2. nad) einer S^angente an ben ©tunbfreiS, fo fallen bie SKantelKntcn unb 
fontit and) beibe ©d^nittpunfte jufammen: 2)ie @bene u)trb jur Se* 
rül^rungSebene unb bie geg. ©erabc jur Gplinbertangente. ^ig. 134b^ 

3. nad^ einer (Seraben aufeerl^alb beS ©runbfreifeS, fo fd^neibet bie geg. 
(Serabe bie G^Iinberfläd^e nid^t. Somit 



gig. 134 a. 





gig. 134 b. 



©a^: 3)ie S5erül^rung8ebene einer ß^Knberfläd^e ift parallel ber 2ld^fe^ 
bcttii^rt bie §Iäd^e längs einer SRantellinie unb fd^neibet bie ©bene^beS (Srunb^^ 
freifeä nad^ einer Sangente, burd^ beren Serül^rungS^ 
punit bie Serül^rungämantelKnie gel^t (t)ergl. 239). 

®a|: älUe ©eraben einer Serül^rungSebene 
berül^ren bie S^linberfläd^e in il^ren ©d^nittpunften 
mit ber Serül^rungämantellinie. 

©a|: 2lffe @benen bejm. ©eraben, bie von 
einer geg. ©eraben eine geg. Entfernung l^aben, be^ 
rül^ten eine fenfred^te itreiScpIinberfläd^e, meldte bie 
geg. ©erabe jur 2ld^fe unb bie geg. Entfernung jum 
©tunbfreisl^albmeffer l^at, 

ober: 3)ie fenfred^te ÄreiSc^Iinberfläd^e ift Drt für äße Ebenen bejm. ®e-^ 
rabcn, bie t)on einer geg. ©eraben (Sld^fe) eine geg. Entfernung (§albmeffer) l^aben. 




246. ©leitet eine ©erabe t)on beliebiger Slid^tung fid^ felbft parallel bem 
Umfang eines ÄreifeS entlang, fo befd^reibt fie eine fd^iefe ÄreiSc^linberfläd^e. 
2)ie jur Erjeugenben parallele ©erabe burd^ ben 3WittelpunIt beS ©runblreife^ 
l^ei^t 2ld^fe. S)a, wegen ber gur 2ldE)fe fd^iefen Sage beS ©runbfreifeS, aufeinanber 
folgenbe ^ßunfte beS le^teren unb fomit aud^ aufeinanber folgenbe 2Rantellinien 
oerfd^iebene Entfernung t)on ber 2ld^fe l^aben, fo gel^t eine 3Mantellinie burd^ 
2)rcl^uhg um bie Sld^fe, weil fie l^iebei il^re Entfernung t)on biefer nid^t änbert, 
nid^t in bie Sage ber benad^barten 3Wantellinie über, bie fd^iefe ÄreiSqlinberfläd^e 
lä^t fid^ fomit nid^t in ftd^ felbft tjerf d^ieben : fie ift leine Umbrel^ungSfläd^e. 
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älud ber 9(rt ber @t)eugung folgt ber 

@a^: 3)ie fd^iefe Hreidc^Iinberfläd^e tft Crt aUer fünfte, bte t)on einer 
geg. ©eraben (9(ci^fe) eine gu einer geg. Sbene (®runblreide6ene) parallele geg. 
Entfernung (§albmefferr) l^aben. 

247. 3)ie fd^iefe Äreiöc^linberfläd^e wirb t)on jeber, ber 2ld^fe ober ben 
äJlantellinien parallelen @bene a) nad^ jmei 3)iantellinien gefd^nitten, b) berül^rt, 
c) nic^t gefd^nitten, je nad^bem biefe @bene bie ®runb!reigebene nad^ a) einer 
Seltne, b) einer 2^angente, c) einer au^erl^alb beS ©runbfreifeS liegenben Oeraben 
fc^neibet. 

^^mmdtie. ^e^feffifitifftreife. 

248. S)ie Setrad^tung ber äld^fenfd^nitte ergiebt, 

1. ber }ur ©runbfreiSebene fenfred^te 2lc^fenfd^nitt beftimmt ben Jleigungö« 
n)in!el ber 9ld()fe, 

2. ber fenfred^te 3ld^fenfd^nitt unb ber gegen i^n um 90 ® gebre^te finb bie 
beiben ©pmmetrieebenen ber ^Jläd^e, 

3. bie äld^fe ift }ugleid^ S^mmetriegerabe ber ^löd^e. 

3Mad^t halber bie fd^iefe ÄreiScplinberfläd^e eine l^albe Umbrel^ung oon 180 ® 
um bie Sld^fe, fo betft fid^ bie neue Sage mit ber urfprünglid^en, benn jcbe 
^antellinie ge^t in bie il^r fpmmetrifd^e über, ^abei gelangt ber ©runb&reis 
in eine neue, be}üglid^ ber ^weiten S^mmetrteebene fpmmetrifd^e @teUung, fomit 

6a^: 3)ie fd^iefe Äreiäcplinberfläd^e befi|t jmei ^ParaHelenfd^aren oon ÄreiS* 
fd^nitten mit gemeinfd^aftlid^em fenfredjiten 2ld^fenfd^nitt: ©runbfreife unb SBed^fel^ 
fd^nittfreife, bcren 3Rittelpunfte auf ber Sld^fe liegen. 

gig. 135. 249. Da irgenb jroei nid^t parallele itreiö^ 

r" fd^nitte oom fenlred^ten Sld^fenfd^nitt nad^ ©urd^-- 
meffem gefd^nitten werben, bie mit ben ©rgeugen^ 
ben beä 3ld)fenfd^nittS ein ftreiSoieretf A'B'A^B" 
bilben, 

meil <^ A" + <^ A = ISO«, aber <^ A = ^ A' 

fomit <^A" + <^A'==180« 

fo folgt, wenn ber Umfreig biefeS 3SieretfS jtc^ um 
irgenb einen feiner 3)urc^meffer brel^t: 
©a^: 3)urdE) je gmei ni(^t parallele itreigfd^nitte ber fd^iefen ÄreiScplinber^ 
fläd^e läfet fid^ eine Äugel legen. 

^attfef ht$ fenixed^ien ^reisc^fiitbers. 

250. 3ebe ©r^eugenbe bilbet mit ber unenblid^ benachbarten, il^r paraüelen, 
ein ebenes gläc^enelement, bie ß^linberfläd^e ift bal^er abmitfelbar (241). 3)a 
fämtlid^e SKantellinien in ben ^ßunlten ber ©runbfreife auf beren @benen fenf^ 
red^t finb unb SBinfeltreue befte^t (242), fo ift bie aibroitfelung ber SKantelfläc^e M 
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€tneä hnxd) jn)ei ©runbtreidebenen im älbftanb h fenfred^t ober ,,gerabe'' be« 

^renjtcn ÄrciScpIinbcr« ein Sled^tecf, beffen eine ©eite bie 3RanteUinie ober 

^plinberl^öl^e h, beffen anbere ©eite ber jur ©eraben geworbene Umfang 2;rr 

beö (Srunbfreifeä ift, fomit 

M = 2wrh 

unb, wtnn (Srunb^ unb 2)ecffrei8 l^injutreten, bie ©efamtoberfläci^e O beä fent^ 

Tcdbten HreiScnlinberS ^ ^ , , « 

= 2!;rrh + 2:;rr*. 



251. 33te Slbroicflung ber nad) ber SWantellinie B C beä fenfred^ten Sld^fen^ 
fd^nitteö aufgefd^nittenen 3Manteipäd^e beS burd^ bie Sänge s ber 2ld^fe, il^re 
9icigung a gegen bie ©runbfreiöebene unb ben §albmeffer r be§ ©runbfreifed 
geg. fd^iefen Äreiäqlinberä ift ein ^läd^enftreifen , begrenjt t)on ben beiben 
^arattelen B' C = B" C" = &, in meldte B C jerfättt, unb ben beiben paraffelen, 
ftctig gefrümmten SSerroanbelten ber ©runbfreifc t)on ber Sänge beS UmfangS 2i7rr 
biefer ©runbfreife. 3)ie (Srunbfreife midfeln fid^ nid^t mel^r als ®eraben ab, ba 



m- 136. 



gtg. 136 a. 





fic bie parallelen 2RanteIIinien nid^t unter unoeränberlid^em 2BinfeI fc^neiben. 
^ie ^Parattele A' D' im mittleren äbftanb t)on B' C unb B'' C* ift gegen biefe 
um bie Äatl^ete A'Z' = AZ = cos« . 2r eines burd^ §9potenufe 2r unb einen 
fpi^en aSinlel <^« beftimmten red^tminlligen 3)reietfS AZB in ber SHid^tung ber 
3Jlanteninien tjerf droben. A' D' ift ©pmmetriegerabe ber Sermanbelten. SBie bie 
Orunbfreife, fo fd^neiben aud^ il^re SSermanbelten nad^ bem ©efe| ber SBinfel« 

treue 242) bie ^Parattelen B'C, B"C", A'D' rec^tminflig unb bie, -^ bejm. |- 

ber gläd^e abfd^neibenben ^Parallelen U' W' = V T' = s in SBenbepunIten unter 
<^ a, ba bie SBinfel ber ©runbfreistangenten unb SKantellinien auf bem 3Beg 
BU = B'ü' von 90® bis cc abnel^men, auf bem SBeg UA = U'A' t)on a mieber 
auf 90° anroad^fen. Der 2Binfe[, ben bie 3^angente ber SSerroanbelten in einem be^ 
liebigen $unft K berf elben mit ber gugel^örigen SKantellinie K L bilbet, ergiebt fid^ 
als britte ©eite eines burd^ jroei ©eiten unb ben eingefdE)loffenen SEäinfel beftimmten 
2)rei!antS K — PLN. %äüt man KN±AB unb giel^t in K bie ÄreiS. 
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tangcnte KP, fo fmb <):NKL = 90» unb ^NKP bic befanntcn ©citcn, t^r 
etngefd^Ioffencr SBinlcI <^QNB = a. 

33er 2lbftanb B'B" bcr bic äbroidfclung bcgrcnjenbcn 2RantcIKnicn l^at 
bie Sänge bed Umfangä einer (SUipfe, rotl(i)z alg Sd^nitt beS S^Hnberd .mit einer 
}u bcn SJlantellinten fcnfred^ten fogcn. Ouerfd^nittäebene entfielt, läfet ftd^ fotnit 
nur mit $ilfe eHiptifd^cr ^nftionen ermitteln. 3)ie §albad^fen ber ©Htpfc ftnb 

-ö- BZ = sin c^ . r unb OU = r. 

251a. 33ie Mantelfläche beä fd^iefen ^reiäc^HnberS lann betrachtet noerben 
als Summe ber unenblid^ vielen, unenblid^ fd^malen Parallelogramme, xt)d(i)t bie 
ftd^ ftetig folgenben, unenblid^ benad^barten 3)lantellinien au^ ber 3Jtantelflac^e 
audfc^neiben. ©ämtlid^e ^Parallelogramme l^aben biefelbe ®runbfeite, eben bie 
2Rantellinie, unb bie ©umme il^rer unenblid^ f leinen §bl^en giebt ben Umfang 
beä ju ben ÜRantellinien fenfred^ten Querfd^nittS, bal^er 

©a^: 33ie 3Kantelfläd^e beS fd^iefen Äreiäc^linberä bered()net fid^ als 5Pro= 
buft aus ber 3Jlantellinie unb bem Umfang beS Querfc^nittS, 

ober: 2)ie 3Kantelfläd^e M beS fd^iefen itreiScplinberS ift gleid^ berjenigen eines 
über bem Querfd^nitt errid^teten fenfeed^ten ß^linberS, ber bie 5WanteHinie beS 
fc^iefen jur $öl^e Ijat: ^^ g,^,, ^ 

©er ©a| gilt allgemein für jebe beliebige, oon jmei parallelen unb fomit 
fongruenten ©runbfuroen begrenzte Gplinberfläd^e. 



252. 6ie ift biejenige Äuroe ber ßplinberfläd^e, meldte mit fämtlid^en 3Rantel= 
linien gleiche SBinfel bilbet unb fid^ bal^er als ©erabe abmidfelt. ^ierauS folgt 

©a^: ©ie ©d^raubenlinie ift bie fürgefte SSerbinbungSlinie jmeier 5ßunfte 
ber ßplinberfläd^e. 

3ft ber SBinfel 0, fo roirb bie ©d^raubenlinie gur 3Kantellinie, ift er gleid^ 90*, 
fo mirb bie ©d^raubenlinie eine ebene Äuroe. 

253. SBirb baS red^troinflige AADP fo auf bie fenlred^te ÄreiSc^linber- 
flädE)e aufgeroitfelt, ba^ bie Äatl^ete AD in ben ©runbf reisbogen AD' übergel^t, 

fo wirb bie anbere Hatl^ete PD jur 5IKantel' 
linie P'D' unb bie ^ppotenufe AP gur 
©d^raubenlinie AP', bie ben fürjeften 2ßeg 
üon A nad^ P' auf ber ßplinberjfläd^e bar= 
ftettt. ^ P AD = /? ^ei^t bie Steigung 
ber Sd^raubenlinie. 2Birb AD gleid^ bem 
Umfang 2 :;r r beS ©runbIreifeS, fo fommtD' 
in ben SlnfangSpunft A unb P fällt in 
einen $unft H ber SWantellinie hnxd) A. 
3!)ie Sd^raubenlinie l^at fid^ fomit einmal 



gig. 137. 
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um bcn ßplinbcr gcrounbcn: fic l^at, wie man fagt, einen ©d^raubengang jurtidts 
gelegt unb ift l^terbci um AH = tg/* . 2 :;r r, bie fogen. §öl^e beä ©d^raubengangS, 
^cfttegen. 3)ie Sänge AH bed ©d^raubengangä bered^net fid^ auä AADP(H) ju 

,„ AD 2nT 

AH = ^ = -ä 

cos /j cos /J 

SSerlängert man bie ^^ppotenufe AP nad^ beiben Seiten unb roidfelt auf, fo rei^t 
ftd^ @d^raubengang an @d^raubengang: 

3)ie Schraubenlinie ift eine räumlid^ ober „boppelt" gefrümmte 
Äurtje, bie fid^ in ber Sichtung ber 2ld^fe inä Unenblid^e erftredft. 

3)ie ©d^raubenlinie in gig. 137 a ift gegeid^net 
nad^ bem 

®efe^: 3" gleid^en 3)rel^ungen gel^ören gleid^e 
©rl^ebungen. C C" = A' A" = . . . ift bie ©c^rau-^ 
ben^öl^e, A'C'E'G'H'A" ein ©d^raubengang. 

A'Q = Sogen AC= j-. 2;rr 

unbPQ=: O'K =^C'G" 

alg ^atl^eten beftimmen ba§ er^eugenbe red^tn)inf(ige 
a)reied! AA'QP. ©al^er ift A'P SCangcnte in A' 
unb giebt bie Sid^tung ber SBenbetangenten in 
A", A''' . . .; bie ju A'P bejüglid^ ber 2RanteUinic 
A'A" f^mmetrifd^e ßJerabe giebt bie 9lid^tung ber 
SBcnbetangenten in ben ^ßunften E\ E'' . . . 

3e nad^bem bei ber Seroegung in einer ©c^rau= 
benlinie t)on oben nad^ unten bie 2ld^fe jur ßinfen ober 
jur Siedeten liegt, l^eifet bie ©d^raubenlinie linlä^ ober 
rcd^tSgängig; oergl. bie Semegung beS U^r^eigerä. 

3)ie fd^einbare täglid^c Seroegung ber ©onne erfolgt in einer ©d^rauben^ 
Knie t)on fo nieberer ©d^raubenl^ö)^e, ba^ bie einzelnen ©d^raubengänge, bie S^ageS^ 
bal^nen ber ©onne, mit Greifen t)ern)ed^felt werben bürfen, ofine einen großen 
gel^Ier ju begcl^en. 

254. 2luS ber ©igenfd^aft, ba^ bie Äurt)entangente gmei unenblid^ benad^s 
bartc ^Punfte ber Äurtje t)crbinbet, folgt, bafe bie in P' an bie ©d^raubenlinie 
gej^ogene 2^angente pgleid^ Tangente an ben ß^Iinber ift. ©ie liegt bal^er in 
ber, burd^ bie 2Rantellinie P'D' gelegten Serül^runggebene beS GplinberS unb 
trifft fomit bie ©runbfreigebene in einem 5Punft T ber ©runbfreiätangente D' T. 
3)a P' T ate SCangente benfelben SBinf el <^ 90 — /^ mit ber ß^linbermantel-^ 
linic P'D' bilbet, mie bie ©d^raubenlinie FA fetbft, fo folgt 

AFD'T ^ APDA fomit D'T = AD 

3tuö btefen angaben ergiebt fid^ bie ^igur ber 2^angente in jebem beliebigen 
^unft Der ©d^raubenlinie. ^ig. 137. 
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255. Sie ^läd^e, bie t)on einer g(eic^seitig längs @(i^raubenlinie unb 69? 
linbetad^fe l^ing(eitenben unb babei ftets $\u einer geg. @Bene, ttwa ber ®runb^ 
freidebene, parallelen @eraben befc^rieben wirb, l^ei^t Sd^rauben^öd^e. Sa gn)ei 
unenblid^ benad^barte Sagen ber Srjeugenben fid^ nid^t fd^neiben, fo gel^drt bie 
Släd^e ju ben nid^t abmid^elbaren Slegelflöd^en. SSenbeltreppe. 

Seifpiele. 

256. 1. 9tufgabe: Surd^ einen geg. $unft F au^erl^alb einer geraben 
ober fc^iefen ^reigc^linberfläd^e eine ä3erül^runggebene an biefelbe )u legen. 

Söfung: Sie 2ld^fenrid^tung ift eine allen Serül^rungSebenen gemeinfame 
§auptauäbe§nung. 3i^^« bal^er burd^ P gur 3ld^fe bie ^araffele PA, rocld^c bie 
ßbene beS ©runbfreifeö in A trifft. Sie 2^angenten t)on A an ben Orunbfreiö 
beftimmen mit PA bie beiben gefud^ten Ebenen. 

257. 2. älufgabe: @ine fenlred^te ^reidc^linberfläd^e )u befd^reiben, 
fo ba^ t)on groei geg. u)inbfd^iefen ©eraben bie eine j\ur Äd^fe, bie anbere ^ur 
Tangente voixb. 

Sbfung: Sie fürjefte (Entfernung ber roinbfd^iefen ®eraben ift ber §alb' 
meffer beS ©runbfreifeS. @ine ^Parallele jur 2ld^fe in biefem 2lbftanb erjeugt 
burd^ Srel^ung um bie 2ld^fe bie gefuc^te ß^linberfläd^e. 

258. 3. Slufgabe: Surd^ einen geg. 5|8unft eine ®erabe 5U giel^en, bie 
t)on jmei beliebigen geg. minbfd^iefen ®eraben geg. Entfernungen l^at. 

Sie ©d^nittgeraben ber Serül^rungäebenen t)on bem geg. ^unft an bie um 
bie geg. ®eraben alä Sld^fen mit ben geg. ©ntfemungen alg ®runbfreiS]^albmeffcm 
befd^riebenen ß^linberfläd^en finb bie gefud^ten Söfungen. 3Möglid^!eiten? 

259. 4. Slufgabe: ®egeben eine Ebene, jmei roinbfd^iefe ®erabc unb ein 
5)Sunft. Surd^ ben 5|8un!t eine bie ®eraben berül^renbe fenfred^te ^reiSc^linber^ 
fläd^e ju legen, fo ba^ bie geg. Ebene ®runbfreiSebene mirb. 

Sbfung: ^ßrojigiere bie ®eraben unb ben ^unft fenfred^t auf bie @htnt, 
fo ift in biefer nod^ bie Slufgabe ju töfen: Einen Äreiä ju geid^nen, ber jwci 
®erabe, bie ^rojeftionen ber geg. ©eraben, berül^rt unb burd^ einen 5Pun!t, bie 
^rojeftion beä geg. ^unftö, gcf)t. 

260. 5. Slufgabe: Sluf einer geg. ®eraben h einen $unft ju beftimmen, 
ber oon einer groeiten geg. ©eraben g eine geg. Entfernung l^at. 

Söfung: Sefd^reibe \im g al§ Sld^fe mit ber geg. Entfernung alä ^alb- 
meffer einen fenfred^ten Äreiäcplinber unb beftimme bie ©d^nittpunfte beSfelben 
mit h. gälte oon biefen fünften mit §itfe ber entfprec^enben parallelen ©runb- 
freiöl^albmeffer bie Sote auf bie Sld^fe. 

261. 6. Slufgabe: ®egeben oier minbfd^iefe ®erabe. Eine berfelben fid^ 
felbft parallel fo ju oerfd^ieben, ba^ fie oon ben brei anberen gleid^e fürjefte Ent- 
fernungen l^at. 
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Söfung: 2)tc j\u t)crfci^icbcnbc ©crabc tnu^ bic SSd^fc cincS fcnfrcd^tcn Ärciäs 
cpItnberS werben, ber t)on ben brei anbeten ©eraben berührt roi^b. 259). 71). 
93ier Sofungen. 

262. @d^iebt man in einen fenfred^ten ^reidc^Itnbev jmei gleiche kugeln 
Dom ©runbfreiäl^albmeffer r, roeld^e bie beliebige geg. ©d^nittebene in F unb F* 
unb ben Gpltnbetmantel nad^ ben ju ben 5IKanteUinien fcnfred^ten ©runbfreifen 
AGB unb C HD berühren, fo ift für jeben beliebigen ^unft X bet ©d^nitt-. 
Knie, beffen juge^örige 5IKanteKinie GXH fein möge, nad^ bem ©a^ über bie 
Tangenten t)on einem $unlt an eine Jtugel 

XF = XH Sig. 138. 

XF = XG 
XF + XF = GH = AC = . . . 

= fonftanä 

b. 1^. jeber ?ßunft ber fteten unb gefd^loffenen ©d^nitt- 
Knie l^at bie ©igenfc^aft, ba^ bie ©umme feiner ©nt? 
femungen von jroei feften fünften berfelben @bene 
ftd^ ni^it änbert. 

1. Srflärung: 3)er Ort affer fünfte einer 
@bene, welche von ixoti feften fünften berfelben 
@bene eine unt)eränberlid^e @ntfemungdfumme l^aben, 
j^eijjt ©ffipfe. 3)ie feften 5Punfte l^ei^en 93renn= 
punite. 3)al^er 

©a^: 2)er ebene ©c^nitt einer fenfred^ten ^reiäc^linberflädj^e ift eine @ffipfe. 

3ft bie ©d^nittebene fenfred^t jur Sld^fe, fo faffen bie Srennpunfte F unb F' 
jufammen in einen 5|8unlt unb bie (Sffipfe gel^t in einen itreiä mit SKittel-- 
punft über. 3)er ÄreiS ift fomit ein ©onberfaff ber ®ffipfe; bie lonftante 
Srennftra^lenfumme wäre 2r. 

2lufgabe: ©ine (Sffipfe ju geidjinen, roeld^e jroei geg. fünfte j^u Srenn-- 
punften unb eine geg. ©tredfe s jur Srennftral^lenfumme l^at. 

Sefd^reibe mit groei beliebigen 2^eilftrerfen r unb r', beren ©umme r + r' = a 
ift, um F unb F' Äreife, bie fid^ in »ier fünften treffen. @ine größere Slnjal^l 
betart beftimmter @Qipfenpunfte l)at man aud freier ^anb burd^ eine ftete Sinie 
ju t)erbinben. 

2)ie @ffipfe lä^t fid^ nur punitroeife jeid^nen. @in med^anifd^eS ^ilfö* 
mittel, äl^nlid^ bem S^xM, um fte in fortlaufenbem 3ug ju jeid^nen, giebt eä ni(i)t 

263. Demnach bilbet jeber beliebige 6ffipfenpun!t X mit ben feftliegenben 
Srennpunften F unb F' ein Dreietf t)on unueränberlid^em Umfang XF + XF' 
+ FF, fomit 
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2. ©tlltttunfl: ®ic Sttipfc ift Ort bcr @pi|cn aller 2)rcie(fe über bcr- 
fclben Orunbfeite, bie einen geg. Umfang §aben. 

§ien)on mad^t man l^äufig ©ebraud^ bei ber geid^nung ber Sffipfe: ®ie 
teroeglid^e ©de eineä um jroei feftc ßtfen jid^ brel^enben gabenbreietfä, baä burd^ 
ftraffcS ^panntn eine« an ben @nben tjerfnüpften gaben« erl^alten mirb, U- 
fd^reibt eine SUtpfe. ^erfteUung eUiptifd^er ®arten6eete mittete eine« um gmei 
in bie ®rbe gerammte ^foften gefd^Iungenen ©eilS. 

264. aSerlängert man in %\%. 139 ben einen Srennftral^l um ben anberen, etwa 
PX um XF' big A, fo berül^rt ber Äreiä um X mit XF' benjenigen um F, bcr 

bie fonftante Srennftral^Ienfumme 
Siö- 13Ö- F A jum $albmeffer ^at, im?ßunlt A 

ber 3^ntrale FX von innen, fomit 

3. (grflärung: 3)ie Mipfe 
ift Ort ber 5IKitteIpunfte atter Äreife, 
bie einen geg. ^reiS berül^ren unb 
burd^ einen innerl^aK bed Jtreife§ 
geg. $unlt gelten. 

Der 5!Jlittelpunft beä geg. 
Greife« unb ber geg. $unft finb 
bie Srennpunfte, ber ^alBmeffer 
beS geg. ÄreifeS ift bie Srenn? 
ftral^lenfumme. 

hiermit ift g. S. bie auf- 
gäbe: Sie ©d^nittpunfte einer ©e? 
Taben mit einer burd^ Srennpunfte unb Srennftral^lenfumme geg. ®ttipfe ju be-- 
ftimmen, ol^ne bie (SUipfe ^u ^eid^^nen, ^urüdfgefü^rt auf bie ^reidaufgabe: 9luf 
«einer geg. ©eraben ben 3KitteIpunft eines Äreifeä gu beftimmen, ber burd() einen 
geg. ^ßunft F' gel^t unb ben um F mit ber Srennftral^Ienfumme befd^riebenen ÄreiS 
ierül^rt. 3KitteIg beä ju F' bejüglid^ ber geg. ©eraben f^mmetrifd^en $unft§ 
unb bei ^otenjpunftä ergeben fid^ im affgemeinen jmei ßöfungen, bal^er 

©a|: 33ie ©ffipfe wirb oon einer ©eraben il^rer ©bene in l^öd^ftenä gtoei 
Ißunften gefd^nitten. 

Sugleid^ folgt eine einfädle S^id^wung ber ßffipfe: 3^^^^ i^ bem um F 
mit ber Srennftral^Ienfumme befd^riebenen fog. SeitlreiS beliebige ^albmeffer FP, 
uerbinbe bie ©nbpunfte P mit F' unb errid^te ju biefen 3SerbinbungSgeraben P F 
bie SJlittellote. 3)iefe treffen bie jugel^origen ^albmeffer FP in fünften ber 
'ßffipfe unb finb jugleid^ 2^angenten in biefen fünften, gemä^ 265). 




^attgettfe btx §t[ipfe. 

265. X unb X feien gmei benad^barte, nad^ bem legten SSerfal^ren be- 
ftimmte ßffipfenpunite. Äommt X' bem 5Punft X' unenblid^ nal^e, fo mirb bie 
unenblid^ f leine ©ffipfenfel^ne XX' gur SCangente im 5ßunft X, bie ®nbpun!te 
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P' unb P bcr §aI6mcffer FX' unb FX fallen jufammcn, bal^cr and) F'P' unb 
F' P, fotüic bercn 3KtttcUote. .S)a§ aRitteKot ju F' P gel^t fomit burc^ X unb X', 
ift alfo 2^angcntc im fünfte X. 3)a bic ^^angcntc alä §ö^c bcS glcid^fd^cnfUgcn 
35rciecfg F'XP bcn SBinlel an ber ©pi^c l^albicrt, fo folgt 

Sa^: S)te 2^angcnte ber ßffipfe l^albtert ben Slu^enroinlel ber Srenn^ 
ftral^Ien jum Serül^rungöpunlt. 

©ine 9l6Ieitung biefeS Sa^eä burd^ räumlid^e Setrad^tungen am Äegel 
be§n). ßplinber ftel^e 330). 

5Die ©erabe, bie ben SBinlel ber 33rennftral^Icn felbft l^albiert, fielet auf 
ber 2^angente unb bal^er auf bem Umfang ber ßUipfe fenlred^t. Sie l^ei^t 9lormale. 

Sebeutung ber 3lormaIe alö (Sinfaffölot: ©ämtlid^e von einer in einem 
33rennpunlt befinblid^en Sid^tqueHe auSgefanbten ©tral^Ien werben am Umfang 
ber ©ffipfe fo gefpiegelt, ba^ fie firf) im anberen Srennpunft vereinigen. @efe| : 
GinfaUäminfel gleid^ 3lu§faff§n)inlel. §ierau§ erllärt fid^ bie Sejeid^nung 93renn- 
punit (focus). 

266. 2lufgabe: 3Son einem geg. $unft P eine S^angente an eine burd^ 
il^rc 33rennpuntte unb Srennftral^Ienfumme geg. (SHipfe gu jiel^en. 

Söfung : 33er Äreiä um P mit P F' f d^neibet ben um F befd^riebenen ßeit^ 
frci§ in jmei fünften A unb B. 2)ie x>on P auf F' A unb F' B gefaßten 2ote 
finb bie gefud^ten Söfungen. SSemeiä mittels 265. 



ii^fen ber ^ttipft. 

267. Sinb X unb Y ^roei Sagen ber bemeglid^en Spi^e, für meldte bie 
t)eränberlid}en S3rennftral^(en ein Parallelogramm FXF'Y bilben, fo folgt, ba 
fid^ bie diagonalen XY unb FF' gegenfeitig l^albieren 

Sa^: Sllle innerl^alb ber ©Uipfe liegenben StredEen burd^ bie 3)litte O 
ber Srennroeite F F' merben in biefem ^unft l^albiert. Sie l^eifeen bal^er ^uxd)-^ 
meffer unb ber ^albierungäpunft l^ei^t Sflittelpunft ber GKipfe. 

268. Raffen bie beroeglid^en ©e^ gl^ j^q 
genedfen beä ?Paraffelogrammö FXF'Y 
nad^ TJ unb V in bie beiberfeitigen Ser^ 
längerungen t)on FF', fo gel^t 

FY = F'X über in FU = F' V 

unb bie unt)eränberIidE)e Seitenfumme 

FX + FY = FV +FU 

= uv 

bedft fid^ mit ber fonft ftetä Heineren diagonale XY. Da^er ift UV ber größte 
2)urd^meffer ober bie gro^e 3Cd}fe ber GlHpfe. 

©Querbed, ©tereometrif. 10 
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Ttan bejeid^net bie Sänge ber großen ^olbac^fe mit a, bie Summe ber 
Srennftral^Icn ift bal^er gleic^ ber großen 2lci^fc 2 a. (= A C gemäfe gtg. 138.) 

©rreid^t bie ©eränberlic^c 33iagonaIe X Y, t)on einer gröfeten Sänge UV an 
5uerft ftetig abnel^menb unb l^ierauf miebet ftetig mad^fenb, bei einer ^rel^ung 
um 180 • bie alte Sänge VU, unb umgelel^rt, von VU auSgel^enb, fo mufe fie 
in ber 2RittelfteIIung 90**, bei roeld^er baä Parallelogramm jum SRI^ombuä mit ber 
Seite a mtrb, einen fleinften 2Bett annel^men. Diefer fleinfte ©urd^mejfer SW, 
baä 3Kittellot jur großen 2tci^fe, l^eiftt bie Heine Sld^fe ber 6llipfe unb 
i^re Sänge mirb mit 2 b bejeid^net. 

269. 2)er Slad^roeiö eineö fleinften Durd^mejferS lä^t f\d) aud^ burd^ 8e= 
trad^tung ber algebraifd^en Sejiel^ung erbringen, burd^ meldte bie t)eränberlic^en 
Seiten FX = m unb F' X = n beä Parallelogramms mit ber Srennroeite FF' = 2f 
unb bem 33urd^meffer XY = 2t üerbunben finb. Oemäfe (54b) ift 

4f2 + 4t^ = 2(m* + n0 
looraus 

4t^ = 2(m^ + n*) — 4f^ 

fomit 4t^ unb bal^er aud^ t ein fleinfter SBert (ein SWinimum), menn m* + ii" 
ein SDlinimum, ba f eine fid^ nid^t änbernbe ©röfee ift. 3lun ift aber bie Summe 
m + n ber S3rennftral^len unb bal^er and) beren Cluabrat m* + n' + 2iiin un^ 
»eränberlid^, fomit m^ + n^ ein SRinimum, menn m.n ein größter 9Bert (ein 
5!Jta£imum), b. 1^. m unb n muffen afe Seiten eines Stec^tedfä beftimmt werben, 
baö unter allen Sled^tedfen oom felben Umfang 2 (m + n) bie größte ^läd^e m . n 
l^at. 33iefer Sebingung genügt befanntlid^ nur baä üuabrat, ba^er 

FX + F'X 
m = n = -z = a 

unb fomit bie 3)iagonale SW beä SRl^ombuä FSF'W oon ber Seite a ber 
fleinfte Durd^meffer. 

270. Sd^on au§ ber 3^i^^wng ber ©Hipfe, fobann au§ bem Slad^roeiä 
eines "üKittelpunftS ergiebt fid^ mit §ilfe fongruenter red^troinfliger Dreiedfe 

Sa$: 2)ie beiben 3ldE)fen finb bie S^mmetriegeraben ber GUipfe. 

271. 3luS A SOF ergiebt fid^ ^roifd^en ber l^alben SSrennroeite f unb ben 
.ßalbad^fen a unb b bie Se^iel^ung 

a^ = b^ + P 

^aS 33erl^ältniS ber falben Srennroeite §ur falben großen 3ld^fe §ei^t 
ÖESentrisität 6. 
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Se größer f, bcfto größer bie ©jjcntrtj^ität unb bcfto flad^cr bic ©Hipfc. 
5ür f = a crreid^t e bcn größten 2ßctt 1 , bic ©ttipfc wirb jur ©eraben (bic 
unbegrenzte gro^e Sld^fe). 3^ fleiner f, bcfto Heiner bie ©jjentrijität unb befto 
me^r nähert fid^ bie Gllipfe bem Ärcid. ^ür f = erreid^t € bcn Heinften 
SBert 0, bie ®IItpfc wirb fiUm Äreiä. 

2)ie Salinen ber ^ßlanctcn finb ©ffipfen mit fel^r fleiner ^sgcntrijität, in 
beren einem Srennpunft bie ©onnc ftel^t. (Srfteä Äeplerfd^eä ®efe|.) 

2)ie größte ® jjentrijität , alfo eine am meiften t)om Äreiä abmeid^enbe 
93al^n f)at ber Panet SWarä. 

272. 2)ie S^mmetrieuerl^ältnifle ber ßffipfe ergeben fid) unmittelbar a\x^ 
folgenben Betrachtungen am ß^linber (gig. 138 unb 141) : 

Sitte Qhtmn burd^ bie G^Iinberad^fe fd^neiben ben ©runbireiä \ovoof)l alö 
bie ©ttipfe nad^ 3)urd^meffern, benn bie ß^linberad^fe ift SKittellinie ber 2^rape§e, 
bie als Sld^fenfd^nitte beS burd^ bie ßttipfe fd^ief abgefd^nittenen ßplinberä ent^ 
[teilen. 2)er Sd^nittpunft ber Sld^fe mit ber Gbene ber ®ttipfe ift bal^er SKittel-- 
punft ber Unteren. 

Gine jur (Srunbfreiäebene paraffele @bene burd^ fd^neibet bie (Sttipfe 
naä) bem 3)urd^meffer SW, ber jugleid^ ®runbfrei§burdE)meffer ift. 6r ift bie 
ficine 3ld^fe ber ©ttipfe, benn fleiner alä ber pr G^linberad^fe fenfred^te ©runb; 
frciöburd^meffer fann innerl^alb beö ßplinberä feine bie ß^Iinberad^fe fdE)neibenbe 
Stredfe gebogen merben. ©enaucre Segrünbung burdE) Setrad^tung red^troinfliger 
35reierfe. ©omit 

Sa|: Die f leine Sld^fe ber ©ttipfe ift gleid^ bem ©runbfreisburd^meffer 
unb läuft parattel ber ©d^nittgeraben ber Ebenen ber ©ttipfe unb beä ©runbfreifeä. 

33ie 3SergIei(^ung ber 3ldE)fenfd^nitttrapeje (^ig. 141 unb 141a) ergiebt 

©a^: Der gur ßbene ber Gttipfe fenfred^te äld^fenfd^nitt fd^neibet bie 
©Ilipfe nac^ ber großen 2ld^fe 

unb beftimmt, mennU'V fid^ felbft parattel burdE) U t)erf droben mirb, tin 

red^tminftigeS Dreiedf, in meld^em bie grofee Sld^fe UV = 2a ^^potenufe, eine 

Äatl^ete gleich bem ©runbfreiäburd^meffer U' V = 2r unb ber t)on biefen beiben 

Seiten eingefd^Ioffene 9Binfet ber Äeilminfel <^ cc ber ©ttipfen-. unb ©runbfreiö-- 

ebene ift, bal^er 

2r 



2a = 



cos a 



Die beiben ju einanber fenfredE)ten 3ld^fenfd^nitte , meldte bie 2ldE)fen ber 
(Sttipfe auöf d^neiben , l^ei^en §auptad)fenfd^nitte beä ßplinberä. ©ie projizieren 
bic Std^fen ber ©ttipfe fenfred^t auf eine beliebige ©runbfrciäebene alä groei §u 
einanber fenfred^tc ©runbfrciäburd^mcffcr. 

Sluö ben ^arattelfdE)nitten ju ben beiben §auptad^fenfd^nitten folgt bie 
r)mmetrie ber ©ttipfe bejüglid^ il^rer 2ld^fen. 



e 



^rtis null ^Slfft in ^axattttpafpttitt»t. 

273. 3)er oon ber ebene ber GQipfe fc^iief abgegten|te fenftei^te Srets^ 
ciflinbet roitb non bn ^awKetebenenfi^ar jum §auptacl)fenfcf)ritt 

a) bet Keinen (SIIipfenod)fe SW md) SHec^terfen geldjnitlen, 5. S. Sei^teii 
MLL'M'. 33ie jut (leinen eßip(ena<^re poralteten ßUipfenfe^nen unb 
©albfe^nen ptojiüteten fic^ hälfet fenfcec^t auf eine beliebige ©runb^ 
treiäettene in nta^ier ©rbee unb Ibnnen alä Seinen b^n). ^albfe^nen 
beS (SninbtteifeS betrai^tet icerben. 

Sig. 141a. 
gig- Hl. \ 
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b) ber grofeen 6I(ipfenai$fe U V natfi Itapejen gcfi^nttten, j. S. Irapt; 
HH'L'L. I)enlt mon fict) bie ©runbfreiSebene pataM buri^ bcn 
effipfenmtttelpunft »eifti^oben , fo folgt auä bei Sei^nlii^teit bet 



f (pi|er fflintel ber fiei!^ 



■ntftel)enben rei^tnitnlligen ^teteife, beren 
roinfel -^ a ift: 
Sa§: ®ie jur großen 9l^fe ber Sütpfe 
pataffelen ©e^nen unb §al6fe^rten flehen ju ben 
^reiiä fernen unb ^albfe^nen, alä roeli^e fie fi^ 
auf eine beliebige ©runblreisetene fenlred)t pro; 
jisieren, in einem unoeränbevlicfien Ser^ältniä 
OV KL , . / 1 \ 

fomit 

S 1 : SJerlängert man bie fenfrei^t jum -Durt^meffer eineä Hretfeä gejogenc 
^arattelenfc^at non .^albfe^nen im (elben 9!erf|ältniä, (0 entftet|t eine ®Ittpfe. 

(Jig. 142 fann entflanben geboi^t roerben burrf» Umflappung ber Sßi))ic 
um i^re tleine Steife in bie burdtj le|tere gelegte ©ninbtreiäebene beS diifinbers. 
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274. Sctrad^tet man bic 5!JfanteHinien bcä fcnfrcd^tcn ÄreiScpIinberä ober, 
wenn bie ßflipfc aU (Srunbfläci^c genommen wirb, beä fd^iefen eßiptifd^en ß^linberä 
alä projijierenbc ©tral^Ien, fo folgt 

Sa|: 2)erÄreiä ift bie fenfred^te ^araHelprojeftion ber ©ttipfe unb Ie|tere 
bie fd^iefe ^araffelproieftion beä Äreifeö. 

275. 35ergröfeert man beibe 2lbftänbe eineä ÄreiSpunftä H' von ben p 
einanber fenfred^ten Äteiäburd^meffcrn VY' unb SW im felben 3Serl^äItniS 1 :n, 
fo ift ber neue $unft W, bem biefc vergrößerten Stbftänbe jugel^ören, ber @nbs 
punft be§ im felben 3Serl^ältniä t)ergrößerten ^albmefferä OH' unb liegt fomit 





auf bem ÄreiS um 0, beffen §albmeffer bie große §albad^fe OU berjenigen 
Güipfe ift, beren fünfte burd^ SSergrößerung ber ^ßaraffelfel^nenfd^ar ju UV im 
3?erl^ältniä l:n erl^alten werben. %äüi man bal^er H"NJ_UV unb oer-- 
längcrt KH' biä jum Sd^nitt mit H"N in H, fo ift H ein $unft biefer 
GUipfe, benn 



2)a aber 



H'K 
HK 

H''N 



go 

H"0 



1 

n 

n 



HN "" H'O "" 1 

fo erl^ält man benfelben ^unlt H, menn man bie ju UV fenfredE)te ^albfel^ne 
bcS über ber großen äld^fe UV ber ßUipfe befd^riebenen Äreifeä im umgef eierten 
3[?erl^ältniä oerfleinert, fomit (^ig. 143 a) 

®a^: 3Serfürjt man bie parallelen ^albfel^nen eineä Äreifeä im felben 
3[§cr]^ältnig, fo entftel^t eine ©Uipfe. 

grage: SBo fd^neiben fid^ bie Seinen HS unb H"C in gig. 143a? 

276. 3fläumlid^ wirb biefe S^erfürjung erzeugt, menn man bic Gbene be§ 
Ärcifeö um beffen ©urc^meffer UV als Sld^fe auä ber ßbene ber ©Uipfc l^eraug; 
brcl^t um einen 9Binfel <^ a, ber burd^ baä SSerpltniä ber Sld^fen ber GUipfe 
bcftimmt ift, 

cos cc = 



HN 



H'O 



OU 



H'N "" H"0 ~ 

bann fommt H" fenfred()t über H ju liegen, fomit, ba nunmel^r ÄreiS unb GUipfe 
alö Sd^nitte eineä unb beäfelben 6r)linber§ betrad^tet merben fönnen, 
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Sa|: 25ic ©ttipfc ift bie fenfrcc^tc ^arattclprojcltion bcS Ärcifes, bcr 
Ärciä bic fd;icfc ^ßarattclprojcftion bcr ©Hipfe. 

®er projt^iercnbc ßplinbcr fann afö fenfrcd^ter cUtptifc^er ober aU fc^iefcr 
Äreiäcplinber betrachtet werben. 

277. Seitet man aud einem ^reid K jmei (SDipfen E| unb E2 ah, baburd^ ba^ 
man eine ^ßaraHelenfci^ar x>on ^albfel^nen beS Äreifeä im SSerl^öltniS 1 : n unb 1 : m 
tjergrö^ert bejm. t)erlüi^t, fo [teilen bie ben (SHipfen E^ unb E2 jugel^örigen ^alb- 
fernen biefer Sd^ar im SSerl^ältniS n : m unb man fann \\d) E2 unb Ej abgeleitet 
benfen, baburd) bafe man bie ^araffelenfd^ar t)on ^albfe^nen ber ßHipfe Ej im 

felben 3Serl^äItniS n : m ober 1 : — tjergröfeert bejm. oerfürjt, bal^er 

©a|: SSerlängert ober oerfürjt man bie ju einer Sld^fe ber ©ttipfe paraMc 
Sd^ar ^albfel^nen im felben 3Serl^äItniä, fo entfielet m.ieber eine ßffipfe. 

278. ©tefft man auä einer eUipfe E, mittels ber Sßer^ältniffe 1 : p 
unb 1 : q jmei neue ©Uipfen E2 unb E3 ^er unb bre^t festere um il^re jeroeilige 
mit Ej gemeinfame Sld^fe an^ ber Gbene Ei um bie SBinlel <^ a unb <^/9, 
beftimmt burd^ 

cos ci = unb cos /9 = — (p >> 1, q > 1) 

fo fönnen Ej unb E3 als ebene Schnitte eineö über E^ errid^teten fenfred^ten 
effiptifd^en ßpIinberS betrad^tet werben, ober nimmt man E^ jur ©runbfläd^e, fo ift 
E3 ein ebener ©d^nitt beä über E2 fte^enben fd^iefen eHiptifd^en ß^Iinberö, bal&er 

®a^: Seber beliebige eUiptifd^e Gplinber mirb von einer beliebigen Gbene 
nadE) einer Gffipfe gefd^nitten ober 

Sa^: S^be GUipfe proji^^iert fid^ parallel raieber alä Gtlipfe. 

279. ©d^neibet man bal^er einen fd^iefen etliptifd^en Gplinber burd^ eine 
5u ben SKantellinien fenfred^te Gbene, beftimmt bie 3ld^fen a unb b ber ent-- 
ftanbenen ©d^nitteHipfe E, brel^t bie Gbene berfelben um bie grofee 3ld;fe nad^ 
beiben ©eiten t)on E um einen SBinlel <^ a, meld^er fid^ aU ber oon ^^potenuf e a 
unb Äatl^ete b eines red)tn)infligen 2)reiedES eingefc^loffene SBinfel auS einer 9leben- 

figur ergiebt (cos a = — 1, fo erl^ält man graei p E fpmmetrifc^e Äreiö- 

fd^nitte, bal^er 

©a|: Sßber beliebige eHiptifd^e G^linber befi^t groei jur Sld^fe f^mmetrifdie 
Äreiöfd^nitte, b. .1^. er ift ein ÄreiSc^linber. 

280. 2)aS Hauptergebnis ber Unterfud^ungen 273—279 ift fomit auS^ 
gefprod^en in bem 

©a^: Sebe beliebige Gllipfe fann als ^arattelprojeftion eines i^reifeS be^ 
trad)tet werben. 
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S3cifpiclc. 

281. 1. 2tufgabc: Die ^ParaUelproicItion cineä Äreifcä ju ^eid^ncn, wenn 
gegeben ift bie 2lffinitätäad)fe unb baä »ilb P' eines fireiäpunftä P. 

2)aä Serfal^ren nad^ ben Sä^en ber $arallelperfpefttt)e liefert eine ßttipfe. 
35a jroei gufammenfaffenben ÄreiSpunften groei jufammenfaHenbe ßHipfenpunfte 
entfpreci^en, fo finb bie 2:angenten in entfpred^enben ^Punlten beiber Äurt)en ent^ 
fpred^enbe ßjerabe. 33ur(^ 3^^iiw"8 ^^^ ÄreiStangente in bent, einem (Sllipfens 
pun!t cntfpred^enben ÄreiSpunft ift ba^er auc^ bie 2^angente im ©Ilipfenpunft 
beftimmt. 3SgI. gig. 12 unb 147. 

282. 2. 2lufgabe: 3in einem geg. ^Punlt P einer Sffipfe bie 2^angente 
ju jeid^nen. 

3)aä Sot PE J. AB treffe ben über ber großen Std^fe AB befd^riebenen 

^alblreiä in P', bann finb P unb P' paraHelperfpeftit) jugeorbnete fünfte. SSer^ 

binbe bafier ben ©d^nittpunft T ber Sld^fe unb ber in P' gejeid^neten Sreiä^ 

tangcnte mit P. gig. 144. 

Sig. 144. 




283. 3. 2lufgabe: S)ie algebraifd^e Sejiel^ung l^erjuleiten , bie jmifd^en 
ben 2td^fenabftänben eineä ©ßipfenpunfts beftel^t. 

2)ie äd^fenabftänbe beö 5ßunftä P ber ©aipfe feien P E = y unb E = x. 
^ann ergiebt bie Sejiel^ung 275) in ^ig. 144: 

P'E /C0\ a ^.^ P'O^ — OE^ 



a 



PE 



ober 



woraus 



a' 



a 



y 



a^ ^ b* 



3)a nur biejenigen fünfte, bereu Slc^fenabftänbe biefer Sebingung genügen, auf 
ber ©ttipfe liegen, aUe anberen bagegen entroeber innerl^alb ober aufecrl^alb, fo 
l^ei^t obige aUtn ©Uipfenpunften gemeinfame Segiel^ung 



a 



Y- + -r^- = 1 bie „©Ieid)ung" ber EHipfe. 



Seite bie ©leid^ung ber (Sflipfe ab, auSgef^enb von ber 6igenfrf;aft 262. 1. 
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"^atattetoffcamn mit um- unb dntefd^xiehnex ^ttipfc. 

284. 3ßi>ß3 beliebige, ber (SQipfe utnfd^rieBene ^aralferogratnm ift ba§ 
parattelperfpeltioc Silb eines bem Äreiäfd^nitt beS projijterenben ß^linberä um= 
fd^riebenen SWI^omBug. 

35a ein unb baSfelbe ^arattelogramnt als ^Paraffelprojeftion unenblid^ oieler 
SRI^omben betrad^tet werben fann, bie mit bem ^araQelogramm eine Seite gemein 
f)abzn, jcbem biefer SW^omben aber ein anberer einbefd^riebcner ÄreiS cntfprid^t, 
fo folgt 

®a|: 3ebem ^Parallelogramm laffen fid^ unenblid^ oiclc ßUipfen einbc= 
fc^reibcn. 

ßJrenjfälte finb bie beiben 2)iagonalen. 

3ugleid(i ergiebt bie ^araltelprojeftion : 

2)ie SSerü^rungSpunfte einer einem Parallelogramm einbefd^riebcncn Gttipfe 
ftnb bie ©dfen eines Parallelogramms, befjen ©citcn ben diagonalen beS um- 
betriebenen Parallelogramms parallel gelten. 

3)cr 9JlitteIpunft ber Slfipfe ift 2)iagonalfd^nittpunft foiüol^l ber um-- als 
ber einbefd^riebenen Parallelogramme. 

285. Slufgabe: @inem Parallelogramm eine Sllipfe einjubcfd^rciben, bie 
eine ©eite AB beSfelben in einem geg. $unft P berül^rt. 

©rrid^te über AB ben Sl^ombuS, beffen 3"^^^'^ AB in P berül^rt: 3)cr 
§albfretS über AB trifft baS 2ot in P auf AB im 2J{ittclpunft bcS 3n!reifeS. 
Setrad^te Parallelogramm unb ßHipfe als 5ßarallelprojeftion bicfeS Sll^ombuS unb 
feines 3n!reifcS. AB ift SlffinitätSadjfc. 3Sergl. ^ig. 147. 

^onittgietfe ^nxd^meffex. 

286. 2)ie 3Jlitten paralleler ÄreiSfel^nen liegen auf bem ju biefen Seltnen 
fenfred^ten 2)urd^meffer. 2)al^er folgt burd; ^arattelprojcftion (^ig. 145) 

S a^ : 2)ie 9Ritten ber ju einem S)urd^= 
5^0' ^^^* meffer parallelen Sllipfenfel^nenfd^ar liegen 

roieber auf einem 2)urd^meffer. 

33eibe 2)urd^mcffer finb bie ^ParaHel-- 
projeftionen groeier §u einanber fenfred^tcr 
ÄreiSburd^meffer unb t^ei^cn bal^er fon^ 
jugierte ober jjugcorbncte S^urd;- 
meffer ber ©Hipfc. Obiger ®a$ lautet 
bann mit anberen SBorten: 

©a|: ®ie gu einem 2!)ur(^meffcr paraU 
Icle ßttipfenfel^nenfd[)ar rairb »on bem fonjugierten ^urd^meffer l^albiert. 

2öirb bie ©el^ne jur 2^angente, fo folgt 

© a ^ : ®ie 2'angenten in ben ßnbpunften eines 2!)urd^mefferS ftnb bem gu^ 
georbneten 3)urd^meffer paraUet. 
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Cbcr: 35ie 3Serbinbun9ägcrabc bcr Scrül^rungSpunftc ^njctcr paralleler 
S^angcnten ift jugeorbnetet 2!)urc^meffer ju bem ben S^angenten parallelen ^nxi)^ 
ntcffer ber (SHipfe. 

6nb(icl(l folgt burd^ paralfelperfpeftioe Uebertragung ber entfprecf)enben SSer^ 
l^ältnijfe am ÄretS 

©a^: 35ic in ben ßnbpunften einer ßttipj'enj'e^ne gejogenen 2^angenten 
treffen ftd^ in einem ^unft beS ber Se^ne bejn). i^rem parallelen 2)urd^mefjer 
jugcorbneten 2)urci^mefferS. 

^onittgierfen-^araffeCogtaittitte. 

287. ^zitm Äreiö laffen fid^ unenblid^ oiele Quabrate ums bejro. ein-- 
6cfc§reiben. 2)aS paraffelperfpcftioe Silb jebeS biefer Guabrate ift ein einer 
GUipfe um-' Bejnj. einbefd^riebeneS ^Parallelogramm , beffen ©eiten fonjugierten 
2)urd^meffem parallel finb unb ^ei^t um^ bejro. 
einScfd^riebeneS Äonjugiertens^araHelogramm ber 
GUipfe. 3)ie Serül^rungSpunfte finb bie Witten 
ber ©citen. 9!)ie (SQipfe felbft l^ei^t ^aupt^ 
eHipfc. 

Unter allen ©Qipfen, bie einem ^arallelos 
gramm einbefd^rieben werben fönnen, ift bie 
öaupteHipfe bie einjigc, für roeld^e baS ^aral^ 
lelogramm ein Äonjugiertens^Paralfelogramm ift. 

Sic l^at bie größte ^läd^e, benn na(i} ber einen roie nad^ ber anberen 2)iagonale 
beö Parallelogramms l^in fid^ oeränbernb, gel^t fie in einen fleinften 2öert, bie 
35ia0onale felbft, über. 

288. 2!)a fämtlid^e um^ bz^ro, einbefd^riebenen iQuabrate beS Äreifeö je 
fläd^cngleid^i finb unb biefelbe 5?eigung gegen bie Silbebene l^abcn, fo folgt burd^ 
^araffclprojeftion 

©a^: ©ämtlid(ie einer (Sllipfe um? bejro. einbefd^riebenen konjugierten^ 
Parallelogramme finb je fläd^engteid^. 

©emä^ ber SegriffSbeftimmung fonjugierter 35urd^mcffer folgt ferner 

©a^: 2)ie 2)iagonalcn ber Äonjugiertens^araHelogramme finb fonjugierte 
35urd^meffer. 

Unb fd[>lie^lid^ hnxi) paraHelperfpeftioe Uebertragung ber entfpred^enben 
3Ser^äItniffe am Äreiä 

©a$: 9!)ie ©d^nittpunfte ber 3)iagonalen eines umfd^riebcnen Äonju-- 
giertens^arallelogrammg mit ber Sttipfe finb bie ©dfen eines einbefd^riebenen, 
^unt umfd^riebenen äl^nlid^en Äonjugierten-^^araHelogrammS. 

Unb: 3)ie SRitten ber ©eiten eines umfd^riebenen Äonjugierten-^araffelo^ 
grammS finb bie 6rfen eines einbefd^riebencn Äonjugiertens^araHelogrammS. 




1 
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'^eßimnnuisßMe hex ^ttipfe. 

289. 3lttgemctn tocrben alle (Sigcnj'd^aften bcr Sage burd^ ^arallclprojcftion 
t)om ÄrciS auf bic (Sttipfc übertragen. 6S gelten ba^er für bie ßHipfc ins^ 
befonberc and) bie Sä|e beS $aSca( unb beS Srtanc^on mit il^ren Sonberfätten. 
3Iu3 i^nen folgt, ogl. 295), 

Sa$: 2)te ©Qtpfe ift burd^ fünf ooneinanber unabl^ängigc Sebtngungcn 
cinbeutig beftimmt. 

290. 3Dtapejtel^ungen am fireiö bleiben in bcr ^aratte(pcrfpcltit)e nur 
bann erhalten, xDtnn eä fid^ um bie Uebertragung von SSerl^ältniffen l^anbelt. 

Sebc ©Hipfe mit ben ^albad^fen a > b ift bie fcnfred^te ^ßaraßelprojeltion 
eines Sreifeö com §afbmeffer a, beffen @bene gegen biejenige ber ©ffipfc um 

einen burd^ — = cos cc beftimmten SBinfel <^ cc geneigt ift. 3)a bie fireis- 

a 

fIädS)e 7t 2i^ jur @ttipfenfläd^e E im felbcn SSeri^ältniS ftcl^t, mie jebcS bcm Ärci^ 

umfd^riebene Duabrat ju feiner ^rojeftion, b. 1^. bem Äonjugiertcns^Paraffelo: 

gramm, baS im befonberen in baSjenige 9ledt|terf übergel^en fann, roeld^eS bie 

2ld)fen ber (Sttipfe §u Seiten l^at (roeld^eg ift jenes unoeränberlid^e SSerl^ältniS ?), 

fo forgt 

;ra^:E = (2a)^:2a.2b = a:b 
fomit 

E = ;ra^ . — ^ ;rab 
a 

(Sbenfo Ijätte man fagen fönnen, ßUipfe unb Äonjugierten-^arallelogramm fte^en 
im felben 3Serl^äItniS roie ÄreiS unb Quabrat, bal^er, wenn c unb d jroci unter 
<^ /? j\ufammenfto|enbe fonjugierte 2)urd^meffer finb, allgemein 

E : siii/6*. cd = ;ra'^ : (2a)2 = 7i : 4: 
raorauS 

TT 

E = —T- sin /5* . c d 

inSbefonbere , itienn baS Sonjugiertens^arallelogramm jum Sled^tedE roirb, b. ^. 
Vit fonjugierten ®urd^meffer bie §u einanber fenfred^ten ©ttipfenad^fcn 2 a unb 
2 b finb, 

E = -^ sin 90« . 2a . 2b = .Tab 

2Birb a = b, fo erl^ält man bie £reisfläd[;e ;ral 

Seifpiele. 

291. 1. Seifpiel: (Sine ©Kipfe liege gejeid^net oor. Sl^re älrfifen §u 
beftimmen. 

Söfung: Sie SSerbinbungSgerabe ber 9)Jitten gmeier beliebiger aber paral^ 
leler Seltnen ift ein 2)urd^meffer, bie SJlitte beSfelben bal^er ©Ilipfenmittclpunft. 
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gig. 147. 



Gin um Ic|tcrcn alä SRittcIpunlt bcfd^rtcbener Ärciä fd^ncibct bic (SHtpfc in bcn 
t)icr 6(fpunftcn cine§ Slcd^tccfö, bcffcn ©eitcn bcn Sld^fcn parallel finb, bcffcn 
2)ia9onalen ^n bcn Steffen fpmntetrifci^ liegen. 

292. 2. Seifpiel: Einem geg. Parallelogramm bie §auptellipfe etnju-- 
seidenen. 

Söfung: Setrad^te baS ^araüerogramm alä ^araffelprojeltion eines über 
einer ^ßarallelogrammfeite gegcid^neten Quabratä, fo ift bie gcfud^te ®IIipfe bie 
^araUelprojeftion beS bem Duabrat einbefd^rie^ 
benen ÄreifeS. Slffinitätgad^fe ift bie gemein- 
fd^aftlid^e ©eite. 2)a bie ^Witten ber ©eiten Se- 
rü^rungäpunfte finb, fo genügt eä in ben mciften 
fällen, um bie ©Ilipfe fidler ^u ^eid^nen, il^re 
Sd^nittpunftc mit ben 2)iagona(en beS ^ßaraffelo^ 
grammä nebft ben 2^angenten in biefen ^ßunlten 
burd^ ^Parattefprojeftion au^ bem Äreiöbilb §u 
beftimmen. ©offte man je mit biefen ad^t S^an-- 
genten unb il^ren Serül^rungäpunften nidit au^-- 
reid^en, fo ^iel^e man an ben Äreiä weitere 
2^angenten unb bilbe biefelben parattelperfpeftio 
ab mit il^ren SSerüIjrungäpunften. 

Setrad^te nebenftel^enbe ^igur förperlidj) 
als Sdinitt eineö fd^iefen ÄreiScplinberS mit einer 
©bene. eingenommen SSilb- unb ÄreiSebene ftel^en fenfredjt j\u einanber, beftimme 
ben aSinfel ber parallden ^ßrojeftionSftral^Ien mit ber Silbebene in roal^rer ©röfee? 




293. 3. Seifpiel: 2ln eine ©Uipfe eine ^Tangente ^u äiel^en parallel einer 
geg. ©eraben ber @bene ber GHipfe. 

Söfung: Bi^^ß i>^^ i^^ Ö^g- ©eraben parallelen ©urd^meffer unb geid^ne in 
ben 6nbpun!ten beS fonjugierten 2)urd^mefferö bie parallelen jur geg. ©eraben. 

Dber: Setrad^te bie ©llipfe nebft einem il^r umfd^riebenen Äonjugierten-- 
^arattelogramm alö ^araHelprojeftion eines Quabratö mit einbefdjriebenem ÄreiS. 
Seftimme in ber ÄreiSebene biejenige ©erabe, beren Stbbilb bie geg. ©erabe ift. 
3iei^e j\u erfterer bie parallele ÄreiStangente, fo ift beren parallelperfpeftioeS Silb 
bie gefudite ©erabe. S^ü Söfungen. 

294. 4. Seifpiel: 2)ie ©urd^bringungSfuroe groeier beliebiger, mit il^ren 
©runbfläd^en auf berfelben (Shtm ftel^enber, eHiptifd^er ober ÄreiScplinber lu 
j^eid^nen, b. 1^. fämtlid^e fünfte ^u beftimmen, in benen fid^ bie Sltantellinien 
beiber ^läd^en begegnen. 

Söfung : 3^ ä^^i fi<^ ^^ timm ^un!t ber gefud^ten ©d^nittlinie fd^neibenbe 
Gr^eugenbe beiber Gplinber liegen in einer gu ben Sld^fen beiber 6i;linber parallelen 
6benc. ©d^neibe bal^er beibe 6t)linberfläd()en burc^ eine ju biefen Sld^fen parallele 
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ßbencnfd^iar : 2)iefe crjcugt in ber gemcinfamcn ©runbcbcnc eine ^araCelfefanten^ 
fd^ar, jebe biefer Sefanten beftimmt im günftigften %aU jroei $aar 3KantcIIinicn 
unb fomit oier 5ßunfte ber gefud^ten Rnxvt. 

©iejenigen "iDtantcUinien , roefdE^e bie Umriffe eineä Gplinberä bilbcn, er^ 
fd^einen in ber "S'iQ^x alä langenten ber Orunbfläd^e, ftellen alfo je jroei ju» 
jammengefaHenc SJJanteflinien bar. 2)ic Äuroc berül^rt bal^er bic oier Umrife- 
mantellinien beiber Gplinber, au^erbem aber anä) bie 9erül^rungämantel(inien 
berjenigen ßbenen ber ^aralfelfd^ar, bie für ben einen ober anberen ber ßplinber 
33erü^rungäebenen werben. 

295. 5. »eifpiel: ©egeben fünf fünfte einer ßttipfe. Weitere 5Pun!te 
ber ©ttipfc aufjufinben. 

Söfung mittete beS Sa^eö oon ^aScal: 2)ic Sc^nittpunfte ber brei $aar 
©egenfeiten eineö einer ßttipfe einbefc^riebenen Sel^nenfed^äerfS liegen in einer 

ßJeraben. 
Sig- 148. Um t)on einer Seite an^ nad) ber 

@egenfeite ^u gelangen, l^at man bie ^toei 
näd^ftfolgenben Seiten auSjufaffen. Sie 
geg. fünfte feien 1, 2, 3, 4, 5. 3ie^e 12 
unb 54 bis jum ©d^nitt in X. Gin be- 
liebiger Strahl g burd^ 5 treffe 2 3 in Y. 
Sielte X Y biä jum ©d^nitt mit 34 in Z, 
fo beftimmt 1 Z auf g einen 6. $unft ber 
©Hipfe. 3la(S) bicfem 3Serfal^ren laffen fic^ 
fämtlid()e weiteren fünfte ber Gllipfe alä ©d(inittpunfte jroeier ©tra^lcnbüfd^el mit 
Spieen 5 unb 1 beftimmen. 

Sonberfälle, w^nn bie Seiten beö Sel^nenfed^Serfä ju 2^angenten roerbcn? 



3)ie Äcgcfffä($e. 

ftseitgttttg. 

296. Dreist fid^ eine ©erabe, bie fogen. Grjeugcnbe, ftctig nac^ irgenb 
einem beftimmten ©efe^ um einen il^rer fünfte alä feften 2)rel^punft, fo bc^ 
fdireibt fie eine ftetig gefrümmte Slegelfläd^e, bie biefen 2)rel^punft gur Spi^e f)at 
unb allgemein alä Äegelfläd^e begeid^nct roirb. ^n il^rer ganjen SluSbel^nung U- 
ftel^t fie auö jmei mit ber Spi^e gufammenl;ängenben Sc^eitelfegelfläd^en , beren 
jebe fid^ inö Unenblidje erftredft. 

®ie einfad^fte biefer ^läd^en entftel^t baburd^, ba^ bic eine oon jmei ficft 
fd^neibenben ©eraben, bie Grgeugenbe, fid^ fo um ben Sdjinittpunft S brel^t, bafe 
fie mit ber anberen feften ©erabcn, ber fogen. Sld^fe, ftetä benfelbcn SBinfel 
bilbet. 3)iefer unoeränberlid^e 2öinfel l^ei^t erjeugenber 3Binfel. ^zitx $ßunft A 
ber ©rjjeugenben befd^reibt bei biefer 2)rel^ung einen ÄreiS, beffen §albmcffer baö 
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t)om ^Punft auf bic Steife gef äffte £ot AO ift; im 

^ul5pun!t 0, bcm aRtttcIpunft bcS Äreifeä, ftc^t bic 

(Sbcne bcSfclbcn pr 2lcf)fc fcnfrcd^t, bälget ift bic 
in A gcjcid^nctc ÄrciStangcntc t 

t X OS unb ba t_L OA 
fo folgt 

t_L(AOS) fomit t_LAS, b. 1^. 

©a^: 3^ allen il^rcn unenblic^ oiclen Sagen 
fd^neibct bic Srjeugenbe fämtlid^e, t)on il^ren einjelnen 
?Punften befc^ricbcncn 5ßarallclfreifc rcd)tn)inflig. 2)ie 
erzeugte ^läd^c l^ei^t bälget „fenf redete Äreisfegclfläd^e". 

Sluf biefcr ^läc^c fönncn fonad^ mit Sineal unb ^xxtd ^roci fid^ red^t^ 
TOinflig fc^neibcnbe Sinicnfd^aren gejogcn werben: baS ©rjcugcnbcm ober 3Rantc(; 
linienbüfd^cl unb bie ^Paraßclfrcife , Teltere mit ber Spi^e be§ ÄegelS al§ 
3JlittcIpunIt. 

0eoitteftif((e geriet. 

297. 3(uö ber 2lrt ber (Srjcugung folgt 

©a|: 2)ie §albmeffer attcr 5ParaIle(freife, nad^ benen bic Äcgelfläd^c oon 
bcn gur 3ld^fc fenfrcditcn ßbenen gefd^nitten roirb, finb proportional ben oon ber 
Spi^c (x\x^ gemeffenen Slbfd^nittcn ber ßrjeugenben bcjro. ber Sld^fc. 

Dbcr: 3!)ie fenf rechte ÄrciSfcgclflädSie ift Drt aller fünfte, beren ©nt- 
fcmungcn t)on einer feften ®eraben (Sld^fc) unb einem feften 5Pun!t ber (enteren 
(Spi^e) ein unceränberlid^eS 35erl^ältni§ l^aben. 

298. ©a^: 2)er Drt für bic Gnbpunfte aller StredEcn gleid^er Sänge, 
bie t)on einem geg. ^unft nac^ einer geg. ©bene gebogen werben fönnen, ift ber 
\xm ben fju^punft beS oom $unft auf bie Gbene gefällten SoteS befd^riebene 
Äreiä, beffen §albmeffer bic burd) ein red()tn)infligeS 3)reiedE mit ber geg. ©tredfc 
alä ^ppotenufe unb bcm gefällten 2ot alö Äatl^etc beftimmte anbere Äatl^cte ift. 

2)er geg. ^unft ift bic Spi^c, baö Sot bie Sld^fe unb ber gefunbene Drt 
ein ^Paraffefj ober ©runbfreiä cine§ fenfrcditcn Ärciöfcgclä. 

299. 3)a ber ^albmcffcr be§ ®runbfreife§ bie ^rojeftion ber jugcl^örigcn 
3KanteHinic unb ber oon beiben cingefd^Ioffene Söinfcl baS Komplement beS er-- 
^eugenben SBinfcIä ift, fo folgt ferner 

©a^: 9!)ie fenfred^tc Ärcigfcgclfläd^c ift Drt aller ©craben oon einem 
^Punft xKdi) einer ßbcnc, bic mit le^tcrcr einen geg. Söinfel bilben. 

^Bette ^(^niffe burc^ bie $pi|e. 

300. 3)a jmei SKantcflinicn eine ßbene beftimmcn, fo loirb bie fenfred^te 
Ärciäfcgclfläd^c t)on einer burd^ il^rc ©pi^e gelegten (Sbtm im attgemeinen nad^ 
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jirei ©eraben (Grjeugenbcn) gefd^nittcn. ©inb 5^9- 150. 

baljer btc Sd^nittpunftc einer geg. (Seraben mit 

ber Äegeffläd^e ju Beftimmen, fo f)at man mit 

anberen SBorten biejenigcn 3RanteUinicn auf-- 

Sufud^en, roeld^c bte geg. ®erabc fd^neiben, unb 

ba fämtlid^e SWanteflinicn burd^ bic <2pi$e gelten, 

fo muffen bic gefud^ten in ber burd^ bie geg. 

Oerabc unb bte Spi|c beS Äegefe beftimmten 

@bene liegen, ©d^neibet biefe (Sbene bie Gbcne 

eineö ^araffel^ ober ®runbfreife§ 

a) nad^ einer Seltne, bie Äegelf(äd(ie fo-- 
mit nad£) jroei ju ben (Snbpunften ber 
Seltne fü^renben SRantellinien, fo trifft 

bie geg. ©erabc bie Äegelfläd^e bejro. bie über bie ©pi^e l^inouö er- 
weiterte ©d^eitellegerfläd^e in ben beiben ©d^nittpunften mit btefen 
SKantellinien, ^ig. 150, 

b) nad^ einer 2^angente an ben OrunbfreiS, fo l^at bie (Sbene mit ber 
Äegelfläd^e nur bie eine ^um Serül^rungSpunft ber ©runbfreiätangente 
fül^renbe 9Ranteßinie gemein unb ift bal^er SSerül^rungSebene, fontit 

Sa^: S^bc SerüJ^rungöebene an eine fenfred^te ÄreiSfegelfläd^c gel^t burd^ 
bie ©pi^c beä Äegel§, berül^rt ben Äcgel nad^ einer 5DlanteI(tnie unb fd^ncibct 
bie 6bene eines ©runbfreifeS nad^ einer Tangente in bem bem ©runbfrciä an- 
gel^örigen ^unft ber SJerül^rungSmantellinie, ^ig. 150 a, 

unb ba bie SSerü^rungSmanteflinie auä ;\n>ci gu^ 
fammengefallenen 5Dlanteninien l^eroorgegangen ju bcnfen 
ift/ fö folgt ferner 

©a^: 3ißbe ©erabe einer 93erül^rung§ebene bcrül^rt 
bie Äegelfläd^e in il^rem ©d^nittpunft mit ber SSerüi^rungsi 
mantellinie, 

ober: ©off eine ©erabe eine Äegelfläd^e berühren, 
fo mufe fte in einer Serü^rungöebene liegen. 

c) nad^ einer ©eraben au^erl^alb beö ©runbIrcifcS, fo 
l^at bie Sbene mit ber Äegelfläd^e nur bie ©pi|e 
gemein. ®ie geg. ©erabe trifft bie Äegclfläd^e nid^t. 




301. Sa Serül^runggmantellinie foraol^I alä ©runbfreiöl^albmcffer jur 
©runbfreistangente im Serül^rungSpunft fenfred^t ftel^en, fo folgt 

© a ^ : 3)ie Serül^rungSebenen an eine fenfred;te ÄreiSfegelfläd^e bilben mit 
ber ©runbfreiSebene benfelben 3Bin!et raie bie 3Kanteinnien, 

ober: ©ämtlid^e ßbenen burd^ einen geg. ^unft, bie mit einer geg. Sbene 
einen geg. SBinfel bilben, finb Serül^rungSebenen an eine fenfred^te Ärcigfcgcl-- 
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ftäd^c, bic ben geg. "ifinnli jur Spi^c, baS com ^unft auf btc 66cnc gefaßte 
Sot jur Sld^fe unb baS Komplement be§ geg. SBinfelS jum ei^eugenben SBinfel l^at. 

3)a bie SSerül^rungSebenen in il^rer ©efamtl^eit ben Äcgel gemtffcrma^en 
umfüllen, fo fagt man gerabe|\u: 2)te fenfrcd^te ÄreiSfegelftäd^e ift Drt aller 
Gbcnen burd^ einen $unft, bie gegen eine geg. Gbene eine oorgefd^rieBene 
Steigung l^aben. 

302. 3)ie fd(|icfe Äreiölegelfläcl^e entftel^t baburd^, ba^ eine ©erabe um 
einen il^rer fünfte als feften 2!)rel^punft [id) brel^enb längä beä UmfangS eine§ 
Äreifcö, beä fogen. Seit^ ober Orunbfreifeä, l^ingleitet. 2)ie 3Serbinbungggerabe 
oon 2)re]^punft (©pi|e) unb ÄreiSmittelpunft fte^t fd^ief jur OrunbfreiSebene unb 
Reifet Slc^fe. 

303. S)ie aiuSfü^rungen 300 a, b, c gelten aud^ für bie fd^iefc ÄreiS-^ 
fegclfläd^e. 

304. 3rgenb groei 3t(^fenfc^nitte Sig. 151. 
fd^neiben bic Äegelfläd[>e nad^ ben SKantel-- 
linicn SXC unb SYD, bie ®runbe6ene 
unb eine ju il^r parallele nad^ OC || QX 
unb ODIIQY, bann ift 



QX _ / SQ \ _ QY 
OC ~" \ SO J ~" OD 




unb ba OC = OD, fo folgt QX = QY, 
b. }), 

©a^: 3)ie 5ParalIelebenen ^nm SeitfreiS fd^neiben bie fd^iefe ÄreiSfegelfläd^e 
nad^ Krcifen, beren ^albmeffer ben 2ld^fenabf(^nitten proportional ftnb. 

^tfmmttxiti^txt^&ttnifft. 

305. 3)ie einjige 2ld^fenfd()nittcbene, bie gur ©runbebene fenfred^t ftel^t, ift 
biejenige, meldte bie Sld^fe fenfred^t projiziert. 2)a unter allen 2öinfeln, roeld^e 
bic Sld^fe mit ben ©runbfreisi^albmeffern bilbet, bcrjenige ber fleinfte ift, ben fie 
mit bem in il^re ^rojeftion fallenbcn §albmef[er einfd^lie^t, fo ergiebt bie Se-- 
trad^tung ber 2ld^fenfd^nittbreierfe ben 

©a|: 2)ie fenfred^te Sld^fenfd^nittebene , ber fogen. §auptad^fenfd^nitt, 
fdjncibct bie fd^iefc Äreiäfegelfläd)e nad^ ber fürjeften unb längften 5Dlantellinie 
unb ift jugleid^ S^mmetrieebene ber gläd^e. 

306. 2)a bie gum fenfred^ten Slc^fenfd^nitt ftimmetrifd^en .^älften ber 
fd^icfen ÄrciSfegelfläd^e in ben SWantellinien SA unb SB biefeö Sld^fenfd^nittä 
gufammenl^ängen, fo erl^ebt fid^ bie 5^age, ob bie S^mmetriegerabe biefer 3Kantel5 
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linicn, b. 1^. btc ^afbicrungS* ober SKittellimc SP i^rcä SBrnfcfä <^ ASB nic^t 
juglcid^ Spmmctricgcrabc bcibcr ^läd^cnl^älften ift? 

Segt man (^ig. 152) burd^ SP baS ©bcncnbüfd^el, fo rotrb bic vom ®riinb' 
frciä bcgrcnjtc Äcgeffläd^e nad) 2)rcie(fcn GSH gcfd^nittcn, bcrcn Umfteife als 
©d^nitt bcä Gbcncnbüfd^cfö mit bcr bcm Äegcl umfd(|ticbencn Äuge! bctrad^tet 
werben fönnen. 2)en!t man fid^ bie ilugel baburc^ erjeugt, ba^ ber UmfreiS bes 

Sig. 152. 





fen!red)ten Sld^fenfd^nittbreiedfS fid^ um baä jur ©el^nc AB errtd^tetc SKittellot OP 
als Sld^fe brel^t, unb berürffid^tigt man, ba^ Umbrel^ungSad^fe unb SKittellinie 
bie 5D?itte P beS SSogenö AB beftimmen, SP alfo gemeinfd(iaftlid^e ©el^ne aßer 
Umfreife unb P ^ol bei ©runbfretfeä ift, fo folgt für irgenb einen Umfreie 
G S H P , ba Seltne P G = ©e^ne P H als gerablinige ßntfernung beS ^ols 
t)om gugel^örigen Äugellreiä, ba^ Sogen PG = Sogen PH — man cermed^äle 
nid^t ben Sogen PG be§ Umfreifeg PGSH mit bem burd^ ebene (POG) aus^ 
gefdjnittenen fpj^ärifdjen ^albmeffer PG — , bal^er bie 5ßeripl^erien)in!el 

<^GSP=-- <^HSP, b. 1^. 

Sa^: 2)ie (Srjeugenben be§ fd^iefen ÄreiöfegelS liegen gur 3Kittel(inie bes 
SBinfelä ber ©rjeugenben beö fenfredjten 3ld)fenfd()nittS fpmmetrifd^. 

307. Sejüglic^ ber ©röfee ber SBinfel, meiere bie jur aKittellinie SP 
f^mmetrifd^en (Srjeugenben miteinanber einfd^Iie^en, jeigt fid^ : 2)ie jum fenfred^ten 
Sld^fenfc^nitt (ASB) fenfred^te ebene (USV) bei Süfc^etö SP, merdjc bie ®runb. 
freigebene nac^ UMVX AB fd^neibet, l^at ben größten Slbftanb oom Äugcl- 
mittelpunft, ber Umfreiö beö A USV ift fomit ber fleinfte. Umgefel^rt ift ber 
Umfreiö beä A ASB ber größte, ba feine ebene burd^ ben Äugefmittelpuntt 
gel^t. Unter fämtlid^en ©d^nittbreiedfen beS ebencnbüfd^elö SP gel^ört fomit ju 
gleid^en ©eignen PU = PB = . . . im fleinften UmfreiS ber größte SEBintel 
<^USV, im größten Umfreiö ber Heinfte SBinfel <^ ASB. gig. 152. 3n 
•ig. 152 a ift bcr ©runbfreiä in raal^rer ©rö^e gegeid^net. 



308. 2)a ber f enf redete Std^fenfdjnitt (ASB) ben SESinlef je jmeier ebenen 
unb ^^ beö Süfd^elS SP l^albiert, bie oom Slugelmittelpunft gleidien Slbftanb 
l^aben, fo ift gemä^ 70) bie ju (ASB) fenfre^te ebene (USV) beä Süfd^els 
^albierungöebene beö 9?ebenfeilö (gig. 152a). 2)ie oier jur 3Kittel(inie SP 
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f^mmctrifd^cn ßrjeugenben, nad) rocld^cn bic Äegclfläd^c oon bcn ©betten uitb 'F 
gcfd^nittett lüirb, fittb fomit ttid^t ttur gu <ASB), fottbertt aud^ ju (XJSV) 
fpttttttetrtfd^, b. I}. 

©a^: 3)ie fc^iefe fireiSfcgelfläci^e befi^t im gattjctt jtt)ei SptnntettieeBetten, 
bett fcttfrcd^tett Sld^fettfc^ttitt uttb bett ju bicfetit fcttfred^tett SKittellttttenfd^nitt. 



309. Waä)t bie fd;iefc ÄrciSfegelfläc^e eine SDrel^uttg von 180° utn bie 
3)?tttenittie alö Sld^fe, fo gel^t, tt)egctt ber jur 3Kittellinte fpitttnettifd^ctt Sage, 
jebc SJlatttelliitie in bie il^r f^mmetrifd^e über, etwa SG in SH (nid^t aber 
^unft G- in 5ßunft H), b. 1^. bie mm Sage 
ber Äegelfläd^e bedft fid^ mit ber urfprünglid^en. g^g^ 153^ 

(3[t fomit bie fd^iefe Äreiöfegelpäd^e eine Ums 
brel^unggfläd^e ober nid)t?) 33ei biefer 3!)rel^ung 
lommt ber ®runbfreiö AUB in bie bejüglic^ 
ber jroeiten ©pmmetrieebene (US V) fpmmetrifd^e 
Stellung A'XJB' unb Reifet aläbann S!ßed^fel= 
fd^nittlreis. Sld^fe S gel^t in bie bejüglid^ ber 
3Kitteninie fpmmetrif^e ä^fe S 0' über. Seibe 
Greife burd^fd^neiben fid^ nad^ ber in M §um 
fenfred^ten 3ld()fenf(^nitt (A S B) fenlred^ten 
©el^ne UV. ©omit 

®a^: 2)ie fd^iefe Äreiöfegelfläd^e beft^t jraei 5ßarattelfd(iaren von Äreiä= 
fd^nittcn, ©runbfreife unb SBed^f elfd^nittfreif e , mit gemeinfd^aftlic^em fenfred^ten 
2ld^fenf(^nitt. Ort ber jemeiligen 9JlitteIpunfte finb bie beiben, gur 3RitteUinie 
f^mmetrifd^en Std^fen ber Äegeipäd^e. 




310. ®ie Setrad^tung beS fenfred^ten 3ld)fenfd^nitt§ (ASB) ergiebt, ba^ 
bie 35urd^mcffer AB unbA"B" eineä beliebigen ©runb^ unb Söed^felfc^nittfreifeö 
ein Ärciöt)ieredE beftimmen, ba 



aber 
fomit 



<^ B A''B" + <^ A'' A'B' == 180« 

<^A"A'B' = <^B''AB 

<^BA"B" + <i:B"AB =180« 

2)rel^t fidf) bal^er ber Umfreiä biefeö SSieredfg um einen feiner 2)urd^meffer 
al§ Slc^fe, fo forgt 

©a^: 2)urd^ je groei nid^t parallele ^rei§fd[)nitte be§ fd^iefen Äreiöfegelö 
gel^t eine Äugelfläd^e. 

Souerbed, ©tereometr«. 11 
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311. 3)ie längs einei; ^anttUinie aufgefi^nittene fentied)te JCTeis!egeIßä(f|e 

breitet fii$ in bie @6ene aui aU Jtietdauäfi^nitt, ber bie ^antellinie s beä HegeB 

jum $albme(fer unb ben Umfang 2 s r beä 

■^'fl- •^*- ®tunbl«ifeö, beiyen 0at6ine[fer r ift, j""» Soge" 

m (gig. 154). 

312. 3)ie iiuti$ ©tunblreie^lbmeffet r, 
Sldtfenlänge 1 unb 3(c^[enneigung a geg. fd)iefe 
^reiäfegelflädie raicfelt ji^, nai^ bei längfteit 
S'iantelUnte auf gef i^nitten , ab alä bie »on bcr 
'üemianbellen beä ©runblreifeä begvenäte ^lätfee 
eines Sinfefö <^ üj. 3)ie löngfte 3WanteI[inie 
giebt bie Sänge ber Si^enfel, bie türjefte roirb 
jjuv 3Bintelf|aI6ierenben (306). SJie a3etnianbelte 
beS ©runbtmfeS ift eine ju btejet §a[6ieningä' 
linie fqmmettift^e ftete Sinie, roeictie, ba bie älbiDitfelung eine tonfoime ift, bie 
©dientet beS 3Binte[ä -^ m fonio&I olä bie ^olbieningalinie tec^troinflig fdineibet 
unb in ben ©dinittpuntten mit SU = SV = l/SM'+ UM', burd) roeldie 
-4: w in riet gleif^e Xeife geteilt roitb, je einen 3Benbepuntt befi^t, befjcn 




5ia. 155. 



ffifl. 155 a. 




I^angente mit SU bejm. SV einen Säinlel t// Silbet, ber fit^ alB britte Seite 
eineä buri^ jroei Seiten unb ben eingef^Ioffenen 3BinIel beftimmten I'teifantä 
U — MST ergiebt (i^ig. 155). Seite SUM finbet man iiutä) Seii^nung beä 
tec^trointligen fEmedä A SMU auä ben beiben fiat^eten, ©eite MUT ift bet 
äöinlel ber ÄreiStangente in U mit UV unb bei: eingefc^loffene 9ÖinIeI -^ SMB 
etgiebt [lÖ) auä A ASB. 

313. S)ie tiirjefte Sinie jroifdjen jwei beliebigen fünften P unb P' einer 
Segelfläche ift eine alä @erabe fid^ abroidelnbe Jtutue, eine fogen. geobättfcfie 
Sinie, ©ie fdineibet bie Sliantellinien beS Äegetä unter üetf(^iebenen 3Binfetn, im 



Umbre^ungäfläd^en. 



163 




©cgcnfa^ gut ©d^raubcnUnic, bcr geobä^ 5ig. 156. 

tifd^en Sinic beö GpHnberS. 

2)tc 2^angcnte in einem beliebigen 
^unlt P berfelben ift jugleid^ 2^angente 
an ben Äegel, liegt alfo in ber burd^ SP 
gelegten ^Tangentialebene unb bilbet mit 
biefcr 9Kantellinic benfelben SBinfcl <^ &, 
wie bie geobätifd^e Sinie ober i^re SSer-- 
roanbelte. SluS biefer Semerfung ergiebt 
fid^ mit §ilfe be§ red^troinfUgen 2)reiedfö 
A P K L bie 3^i^^wng ber 2^angente 
(ftcl^e 254). 

gu^punftN beä t)on Sauf bie ®erabe 
PP' gefällten Soteö roirb bei ber Slufroidf* 
lung ber, ber Äegelfpi^e näd^ft gelegene 
^unlt ber geobätifd^cn Sinie. SSon Q bis N 
fteigt bie ÄurDe an, oon N bis A fällt fie, 
N Iiei^t bal^er ber ÄulminationSpunft. 3)er 
burd^ il^tt gel^enbe 5ßarallelfreiS berül^rt bie 

Äurt)c; bie 2^angente in N an ben ^araffelfreis ift bal^er gugleid^i 2^angente an 
bie geobätifd^e Sinie. ^ig. 156. 

^iniet her JiBioidleCtttig. 

314. 3)a bie 3^«trin)infel unb SluSfd^nitte eines ÄreifeS fid^ roie bie ^uge^ 

l^örigcn Sögen cerl^alten, fo folgt für ben S^i^triroinfel <^(» ber Slbroidfelung 

beS fenfred^ten ÄreiSfegelS (^ig. 154) 

ö> :360=: 2;rr:2;rs 
njorauS ^ 

w = — . 3600 

s 

roobci r unb s in berfelben SKa^einl^eit auSjubrüdfen finb, ber Srud(i - fomit 

einen unbenannten ed^ten 33rud[> barftefft unb o) bie ber S^^ 360 juge^örige 
Benennung ®rab l^at. 

3ft inSbefonbere JL — 1. 

8 """2" 
b. f). ber 2ld^fenfd^nitt beS ÄegelS ein gleid^feitigeS 2)reicrf, fo folgt 

00 = 180« 
b. f). bie Slbroidfelung beS gleid^feitigen ÄegelS ift ein ^albfreiS. 
3ft (f ber erjeugenbe SEBinfel, fo jeigt ber Sld^fenfd^nitt 

_ r 
unb fomit "^ 9 — g 

© a ^ : 35cr SEBinf el <^ m ber Slbmidfelung unb ber erjeugenbe SBinlel <^ cp 
beS fenfred^ten ÄrciSfegelS ftel^en in ber SSejiei^ung 

(o = sin (p . 360° 
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Slnalogic mit bcm ©a| oon goucault über bic 3)rel^un9 bcr ©d^roingungS' 
ebene bes^ ^enbelg jum 9lad^n)eid bet (Stgenbtel^ung (Stotatton) ber @rbe. 

giusneffuni bet ^anietftäd^e bes fcutxed^Un ^teis&egeCs. 

315. 3Sen)oIfftänbigt man bie abgemtcfeltc SRantelfläd^e M beä fenfred^ten 
Äteiäfegefö ^um t)offcn SreiS, fo folgt, gemä^ ©inleitung ^n 314), 

M : TiQ^ = 2nT : 2;rs 
n>oraud 

s F 

M=;rrs . . . =2;rr.^ = 2;r2"-s 

b. 1^. ber 3Jlantel eineä fenfred^ten ÄrciSfegcfö tft gfcid^ bemjenigen cineä fenf^ 
redeten ÄretScpKnberä t)om felben ®runbfret§l^aI6meffet unb ber l^afben Scgc^ 
mantellinte a(3 ^öl^e ober t)om l^alben ©runbfreiSl^alBmeffer unb ber ganzen 
Äegelmantellinic als §öl^e. 

316. 9!)ie Sered^nung nad^ bcr ßjl^auftionSmet^obe ergiebt: 3)er Äreiö^ 
auSfc^nitt tft bie ©umme ber unenblid^ oielen, unenblid^ fd^malen gläd^en^ 
ftreifen f, rocld^e bie fic^ fofgenben unenblid^ benad^bartcn §albmeffcr miteinanber 
einfd^Iie^en. ^ig. 154. '^t'titx biefer ^(äc^enftreifen fann als gleid^fd^enfligeS 
3!)reiedE betrad;tet werben. 6S ift gcftattet, in biefem (Srenjfatt bic ©runbfcitc 
als unenblid^ Heine ÄreiSfel^nc mit bcm jugcl^örigen Sogen u unb bic §b^e mit 
bcm ©d^enfel s ju Dcrroed^fcfn, baljer finb bic einzelnen ^(äd^cnelemcntc : 

_ U| . 8 _ U^. S _ U3. 8 

ij — 2 f ^2 — 2 ' ^ — 2 * ' ' 
unb fomit ber SKantel 

M = f, + fj + £3 + . . . = 2 (^1 + ^2 + ^3 + • • •) = 2 • ^^^ 

= ;rrs 

^attfeCftäf^e bes fetifttef^feti ^teis&egeC^ttittpfs. 

317. 9!)ic SRantcIfläd^c eines burd^ %xoz\ parallcfc ©runbireife bcgrcnjtcn 
fenf redeten ÄrciSfegcIftumpfS ift ein ÄrciSringauSfd^nitt, ber bic SKantcIlinie s 
beS ÄcgelftumpfS §ur S3reitc unb bie Umfange 2;rr unb 2;rr' ber Orunb^ 
freife (r > r') ju fonjcntrifd[)cn Sögen l^at. 

©rrocitert man ben Äegelftumpf jum uotten Hegel, fo bered^net fid^ feine 
5Dlantelfläd^c M als Untcrfd^ieb bcr 5D?antclfläd()en beS gangen unb beS ©rgänjungS^ 
fcgcis. ©inb x unb y bie 3Kantellinien biefer beiben Äegcl, fo ift (ftcl^e Sldj^fen^ 
fd^nitt beS ÄcgclftumpfS in gig. 157) 

3ur Scftimmung t)on x unb y auS ben bcfanntcn ®rö^en r, r', s ^at 
man, auS bem 3ld^fenf(^nitt erfid^tlid^, bie beiben ©leid^ungen 

X r 

X — y = s unb - = T 
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tDorauS 



fomit 



X 



. s 



ober 



unb 

M = !T8 . 

= TIS . 

r — r' 
M= ^s(p + p') 



. s 



.'2 



— TtQ . 



J.2 j.<2 



= 271; 



T + r' 



3 



b. ^. bic 3KantelfIäd^c bcS fcnlred^tcn ÄrciSfcgclftumpfS ift glcid^ berjcnigcn ctnc§ 
fcnlrcc^tcn Äreiäcplinbcrä, ber bic 3KantcIUnic bcS Äcgclftumpfä gut ^öl^c unb 
bie 2RittcKtnic bcä glcid^fd^cnfligcn Sld^fcufd^nitttrapejcS gum ©runblreisburd^^ 
mcffcr l^at. 

318. §tcran fd^lic^t fic^ naturgemäß bic ^agc: SBie groß roirb ber 
©runbfreisl^albmeffer bcä fenfred^ten ÄreiScpIinberg , mznn bcrfelbe e6enfo l^od^ 
ift, roie ber fenf redete Ärciäfegelftumpf, mit bem er gleid^c SDlantelfläc^e f)ail 

%äüt man AG _L BB' unb errichtet auf ber aRantcHinic AB baS aRittcIIot 
EO = p bis jum ©d^nitt mit ber 2Cc^fe, fo ift A AGB c>o aEFO unb fomit 

AG EF 

ober 



AB 

TOorauS 



EO 

r + r' 



gig. 157. 



s 



. s = p . b 



unb fomit aud) 




T + r' 
271 2 . s = 2;rph 

bal^cr gemäß 815) 

M = 2;rp.h 

b. ^, bie ©tredfe p ift ber gefud^te ®runb- 
IreiSl^albmeffer. 

319. Sercd^nung ber aRantelfläd^e be§ fenfrec^ten Äreiäfegelftumpfä nad^ 
ber ©^l^auftionimet^obe : 3)ie pd^ folgenben unenblid^ benad^barten §a(bmeffer beö 
SreiöringauSfd^nittS jerlegen biefen in unenblid^ oiele, unenblic^ fd^male ^läi^tn- 
ftrcifen f oon ber ©eftalt gleid^fd^enfliger ^^rapege , meldf^e bie aKantellinic ober 
Sreite s beS ÄreiSringauäfd^nittä gur §öl^e unb bie unenblid^ Keinen, mit ben 
jeTOciligen Äreiäbögen u unb v ju oerroed^felnben Äreiäfel^nen ju parallelen ©runb-- 
feiten ^aben. 9!)ie einjelnen gläd^enftreifen finb ba^er (gig. 157) 



ii — ö . s , 



U2 + V^ ^ 



U3+V3 „ 
I3 = 5 . S 



unb fomit i^re ©efamtfumme, bie gefud^te aJlantelfläd^e 



M = -^ (U| -{- V| + U, + Vi + Uj + V3 + . . .) 

= "2" C»i + <^ + 1^ + ■ ■ ■ + ^l + ^2 + ^3 + - ■ ■) 

= 5rs(r + r'> 

320. 1. StufgaBe: SBon einem geg. *Cun(t P eine Serü^ningSefiene an 
einen (enfrerfiten fireislegel ju legen. 

Söfung: ®a jebe Seräfrningaebene buri^ bie Spije 8 be§ ÄegetS ge^t, 
fo tft SP eine ©crabe ber gefüllten ®6ene. 3)er S<^nittpunft T biefei ©ctaben 
mit ber ®ninbfreiöe&ene ift ein *ßun!t ber Xangente, nad^ meiner (it^ 33erü^rungS= 
unb ®runbfrei§e6ene fc^netben. ®ie buri^ ST unb jebe ber beiben, Don T an 
ben ©ninbtreiä möglichen fEangentcn t unb f gelegten Ebenen (SPt) unb (8 Pf) 
finb bie gefucf)ten SBerü^rungSebenen. jjr'fl- 1^8. 

©iefetbe Sö^ung gilt, roenn ber geg, Äreistegel fi^ief ift. 

321. Siegt P im Unenblirf)en , b. ^. ift P burt^ bie g{i<()tung ber &i- 
roben g gegeben, fo änbert ftc^ bie Söfung nidit. Iiie Slufgabe lautet bann mit 
anberen SBorten: 

parallel einer geg. ©etaben g eine Serü^mngäebene an einen Segel 
ju legen. 

2öfung: SBerbinbe S mit P, b. ^. gie^e burc^ bie ©pi?e beä fiegelö bie 
^Parallele ST ju g unb verfahre roeiter raie 320). 

322. 3ft P eine Sic&tqueKe {in 2(ig. 158 auf ber ^Jerlängerung von TS 
anjune^men), fo beftimmen bie naci^ ben Serü^rungäpunlten C unb D ber 3:ttngen: 
ten t unb t' gejogenen Serü^rungömantellinien beä Äegelä bie Sic£)t= unb Si^atten; 

n TC iinb TD begrenjen mit bem Heineren 
©runbfreiäbogcn C D ben Si^Iogfcftatten 
beä Slegelä auf bie ©runbIreiSebene. 

aßirft i. ». ber Segel feinen Schatten 
auf einen, mit einer feiner glasen auf 
ber ©runblreiSebene ru^enben Duabec, fo 
flirre man baä Serfa^ren 320) in ber 
©ninbfläii^e foraofil alä in ber ä" '^'^ 
paralleten, bis jum Sd)nitt mit bem fiegel 
ermeitetten 3)etfflä($e beä Qwoberä buri^. 
^aburd) finb bann auc^ bie ©^nitt^ 
geraben ber bur4 bie £id)tquelle beftimm^ 
ten Sertt^rungäebenen be§ Tegels mit ben 



grenje auf bem Kegel. 2)ie 2:angenten 
5i9- 158. 
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icm Äcgcl jugcfcl^rtcn ©eitcnfläd^en bcä Duabcrä gefunbcn. gig. 158 : GH = 00', 
OT II KT' , TT II TD. 3ift bte ©onne bte Si^tqueac, fo liegt P im Uncnblid^en. 

323. 2. Slufgabe: ßinen fenfred^tcn Äreiälegcl ju errid^ten, fo ba^ eine 
Qeg. ßbene -SOrunbfreigebene wirb unb bie Äcgelfläd^e burd^ eine geg. ®erabe g 
unb einen geg. 5ßunlt P l^inburd^gel^t. 

Söfung: ®ie burd^ P unb g beftimmte ßbene fd^neibet ben gefud^ten, 
feurd^ 2 begrenzten Kegel nad^ einem gleid^fd^enfligen 3)reiedf, befjen ©pi^c bie 
Äegelfpi^e ift. ®iefeä 3)reietf ift einbeutig beftimmt: ber ©d^nittpunft B ber 
©eraben g mit 2 ift eine (Srunbedfe , ein ©d^enf el fällt in bie ®erabe g , ber 
anbere ge^t burd[) P unb bie ©d^nittgerabe BD ber (Sbenen (Pg) unb JS giebt 
bie ©runbfeite. 2)er ^fepunft beg Sotö t)on S auf JS ift ber 2Rittelpunft 
beö ®runbfreife§. 

3lnbere Söfung: ®ic ^Parallele burd^ P in (Pg) mit ber ©d^nittgeraben BD 
trifft g in einem 5ßunft E. ®a bie Äegelfpi^e t)on beiben 5ßun!ten E unb P 
^leid^e Entfernungen l^at, fo liegt fie auf ber 3Kittellotebene ju EP. 

324. 3. Slufgabe: 3)en ©d^nitt jrocier fcnfred^ter Äreiälegel ju §eid^nen, 
TDeld^e bie ©pi^e gemein l^aben. 

Söfung: 3)ie ßbene ber beiben 3ld^fen fd^neibct bie Äegelfläd^en nad^ ben 
erjeugcnben Söinfeln tp unb xjj, bie, linfä unb red^t§ bem SBinfel ^ ber 3ld^fen 
anliegenb, an bie 3ßi^i^w"9 ^«^ ©reifantö auä ben brei ©eiten erinnern. S)ie 
^egelfläd^en burd^fd^neiben fid^ nad^ ben beiben gur gemeinfd^aftlid^en Sld^fen- 
fd^nittebene fpmmetrifd^en 3Kantellinien , ju benen ftd^ bie freien ©d^enfel t)on 
<p unb \fj bei il^rer 2)rel^ung um bie jugel^örigen Sld^fen vereinigen. 

3n bem burd^ bie brei ©eiten (p, fi, yj beftimmten ®rci!ant (190) finb 
bal^er auf ber ©eite ^ in F nad^ entgegengefe^ten ©eiten bie Sote F A unb FA, 
je gleich FX be^ro. FY gu errid^tcn, bann finb AS unb A^S bie gefud^ten 
Surd^fd^nitte. 

2)ie Segelfläd^en fd^neiben fid^ nad^ jroei 3Jlantellinien, berül^ren fid^, 

fd^neiben fid^ nid^t, je nad^bem iLL = (p-\-yj. 



325. 4. Slufgabe: S)en 2)urd^fd^nitt jroeier beliebiger, auf berfelben (Sbene 
tul^enber Äreiäfegelpd^en ju beftimmen. 

Söfung: 3e jroei ftd^ fd^neibenbe 3Kantellinien beibcr Segel liegen mit ben 
©pi^en S unb S' in einer ®bene. Um bal^cr fämtlid^e 5ßunlte ber gefud^ten ©d^nitt= 
Knie gu erl^alten, fd^neibet man beibe Äegelfläd^en burd^ ein ®benenbüfc^el mit 
SS' aU Präger, ^ebe ebene biefeä Süfc^elä f^neibet jebe ber beiben Äegel-^ 
fläd^en im allgemeinen nad^ gmei 3)lantellinien unb liefert fomit t)ier fünfte be§ 
2)urd^fd^nitt§. 2)ie ©puren ber ©benen be§ SBüfd^elä mit ber gemeinfamen ©runb-- 
freiäebene gelten burd^ ben ©d^nittpunft le^terer mit SS'. 
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6d ergiebt fid^ punftrocife eine ftete Sintc, tDcId^e btc Umgrcnjungämantcl* 
Unten ber ilcgcipäd^en unb bie SBerü^rungSmantcIKnicn ber von S S' a\i^ an btc 
^läd^en mögltd^en Serül^rungScbencn bcrül^rt. 

Sefonbcre gälle je nad) ber gegenfettigen Sage ber ©runbfreife (lielje 294). 

326. 5. Aufgabe: ®urd^ einen geg. 5ßunft P eine ©erabe gu gtel^en, 
roeld^e groei auf gemetnfamer (Srunbfläd^e ru^enbe beliebige Äreiäfegclfläd^en berül^rt. 

®ie ©d^nittgeraben ber t)on P an bie Äegelfläd^en gelegten SBeriü^rungg^ 
ebenen finb bie gefud^ten Söfungen. 3R5glid^feiten? 

327. Slllgemeine Semerfung: 3!)er ß^linber lann betrad^tet werben aU 
Äegel mit unenblid^ femer ©pi^e. ©ämtlid^e ©ntroidelungen am ß^linbcr finb 
bal^er ©onberfälle berjenigen bcä Äegelä. 

^d^nitt ber fentixe^ten ^teisftegeCfftc^e btttc^ 0eCie6ige dienen. 

328. §ier befte^en folgenbe 3Wöglid^f eiten : 

1. SDie fd^neibenbe Sbene trifft fämtlid^e 3Jlantellinien, bie ©d^nittlinie ift 
bal^er eine ftete gefd^loffene ßinie. 3)ie 5ßarallelebene burc^ bie ©pi^e 
fd^neibet bie Äegelfläd^e nid^t. 

2. Sie ift parallel einer SKantellinie, alfo parallel einer Serül^runggebcne. 
3)ie ©d^nittlinie ift eine ftete nid^t gefd^loffene Sinie mit einem un* 
enblid^ fernen ^unft, bem ©d^nittpunlt il^rer ßbene mit ber il^r paral« 
lelen 3Kantellinie. 

3. ©ic ift parallel groei 3Kantellinien, alfo parallel einer bie Äegelfläd^e 
fd^neibenben @bene burd^ bie ©pi^e. ©ie fd^neibet bal^er in biefem %a\l 
au6) bie ©d^eitelfegelfläd^e unb erzeugt eine ebenfalls nid^t gefd^loffcne 
ftete ©d^nittlinie mit groei unenblid^ fernen 5ßunlten. 

329. 2)em jur ©d^nittebene fcnfred^ten 2ld^fenfd^nitt AASB feien ber 
ein=: unb anbefcl)riebene, AB in F bejro. T berül^renbe Äreiä einge|\eid^net. 3)urd^ 
Umbrel^ung um einen il^rer S)urd^meffer cntftel^en jmei Äugeln, meldte bie Segele 
fläd^e nad^ parallelen ©runbfreifen mit ben 2)urd^meffern GH unb KL unb bie 
©d^nittebene in benfclben ^Punften F unb F' mie bie erjeugenben Greife berül^ren 
(fogen. ®anbelinfd^e Serül^rungäfugeln). ^rgenb eine 3Jlantellinie SQ merbe 
von ber ©d^nittebene in X, einem 5Punft ber gu unterfud^enben ©d^nittlinie, ge:: 
troffen. S)ann ift roie beim fd^iefen ©d[)nitt be§ fenlred^ten Äreiäc^linberS (262) : 

XF=:XP unb XF' = XQ 

fomit 

XF + XF' = PQ = GK = AB = fonftanS 
fomit 
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©a|: 3)er ©d^nitt bcr fenf redeten Äretäfegclfläd^c mit einer alle SKanteU 
Itnien fd^neibenben Sbene ift eine SHipfe, roeld^e t)on bem ju il^rer ßbene fenf^ 
redeten Sld^fenfd^nitt beö Äegelä nad^ ber großen 3ld^fe gefd^nitten wirb, 

ober, ba bie 3WanteIlinien be§ Äegelä bie 5Paratteßreife beäfelben oon ber 
©pi|e an^ projizieren, 

Sig. 159. 




©a|: S)ie 3ß»^t^<iIp^öieftion eineä ÄreifeS auf eine fämtlid^e ^Projeftionö*: 
ftral^Ien fd^neibenbe ®bene ift eine SHipfe, 

giltig aUerbingä oorerft blo^ unter ber 3Soraugfe|ung einer befonberen Sage 
be§ 5ProjeItion§tttitteIpunft§! 



^xennpnntite itttb ^angettfe. 

330. SläumKd^e Slbleitung beS SCangentenfa|e§ (t)ergl. 265): 2)ie in SQ 
an ben Äegel gelegte Serül^rungäebene fd^neibet bie Ebenen ber Serül^rungäfreife 
unb ®ttipfe nad^ ben jeweiligen 2^angenten VP||V'Q unb VV. 2)ann folgt 
an^ ber ®leid^l^eit entfpred^enber Seiten 

AVPX^AVFX fomit <^VXP = <^VXF 

ebenfo 

AV'QX ^ AV'F'X fomit <^V'XQ = ^V'XF' 

aber al§ ©dbeitelminfel . 

<^VXP = <^V'XQ 

baber 

<^VXF = <^V'XF' 

b. ^, 

©a$: 3)ie ßttipfentangente l^albiert ben 3iebenroinfel ber Srennftral^lett 
5um S3erü]^rungSpunft. 
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Stittittit (^iteftftix). 

331. ®a bic GUtpfcncbenc Don bcn (SBenen ber Serül^rungäfrcife nai) ben 
fcftlicgcnbcn GJerabcn VD unb V'D' gcfd^nittcn roirb, bie gum 3ld^fenfd^nttt unb 
t)al^cr jur großen Sld^fe fenfrcd^t fielen, unb 

<^ V F X = <^ VPX.= 90« 

-^V'FX = <^V'QX = 90« 
fo folgt 

Sa^: 2)ic ©d^nittpunfte jcber (Stttpfentangcntc mit ben bciben Soten, bie 

in ben Srennpunften auf ben jum Serü^rungSpunft gezogenen Srennftral^len er- 

tid^tet werben, liegen auf jroei bie Sttipfe nid^t fd;ncibenben, jur Keinen Sld^fe 

parallelen unb fpmmetrifd^en (Seraben, ben fogen. Seitlinien VD unb VD'. 

332. §ierauä folgt, ba groei ftd^ gu einer Seltne ergänjenbe Srennftral^Ien 
t)aä im SBrennpunIt errid^tete Sot gemein l^aben, 

© a I : ®rel^t fid^ eine Seltne um ben Srennpunft, fo burd^Iäuft ber Sd^nitt- 
punft ber in il^ren ®nbpunften gejeid^neten 2^angentcn bie biefem Srennpunft 
^ugel^örige Seitlinie. 

333. Biel^t man im Sl^fenfd^nitt AK' |1 SL, fo ift, ba D ber ©d^nitt^ 
punft t)on AB unb KL, 

DA _ AK' fomit ba AK' = AK = AF 

DB "" BL unb BL = BF (218) 

DA FA ^ . r I>'A F'A 

"DB" = "FB" """^ '^^"^^ "D^ = "FB" 

©a^: Srennpunft unb jugel^örige Seitlinie teilen bie gro^e3ld^fe l^armonifd^. 

hieraus ergiebt fid^ nebenbei axid) AD = BD' §um ^lad^roeiö ber f^m- 
metrifd()en Sage ber Seitlinien. 

334. Segt man burd^ X bie ju ben Serül^rungöfreifen parattele (Srunb^ 
freiäebene, roeld^e bie ©Hipfenebene nad^ XN J_ AB unb ben Sld^fenfd^nitt nac^ 
NC II KL f^neibet, fo ift 

DN _ _LC_ ober ba CL = PX = XF 
DB~LB unb BL = BF 

DN XF ^ XF BF 

ober 



DB ~ BF " ^* ND ~~ BD 

tiefes fonftante 3Serl^äItniä lä^t fid^ mittels ber l^armonifd^en Sejiel^ung 333) 
toie folgt, umformen 

BF AF BF — AF _ FF' f 

BD "" AD "" BD — AD ~" AB ~ a 
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fomit 



XF _ XF f 



tJig. 159 a. 



b. ]^. ba ND besro. ND' bie Stbftänbc bcS ©aipfenpunlts X Don ben 2zxU 
Unicn ftnb, 

6a|: 3)a§ SSerJ^ältnig ber SKbftänbe 
jcbeg beliebigen ©ffipfenpunftä von einem 
ber SSrennpunfte unb ber biefem jjugel^örigen 
Seitlinie ift unoeränberlid^. ®ä ift bag SSer^ 
l^ältniä ber l^alben SBrennroeite jur l^alben 
großen Sld^fe unb l^ei^t ©jjentrijität (271). 

2)er 3Bert biefeä SSer^ältniffeS ift 
für bie eaipfe ftetä < 1. 

335. ®ie SBegiel^ungen 329 — 334 laften \xd) in berfelben Söeife am fenf^ 
redeten ÄreiSc^linbet ableiten. Sie finb in §ig. 159 a in roal^rer GJrb^e bargeftellt. 




^enttatptoietiüon bes ^reifes itnb ber ^Itipfe. 

336. aSerfd^iebt man jebcn 5ßunft eineä fenlred^ten Äreiälegelä in einer 
unb berfelben jur ©runbfreiäebene parallelen SHid^tung um eine bem 3lbftanb beä 
^unltä t)on ber ©runbebene proportionale ©trerfe, fo gel^t jebe SKantellinie S Cl- 
in bie nad^ ber parallel oerfd^obenen 
©pi|e S' gezogene 3WanteIIinie S' G gig. 160. 

über: 3luä ber fenfred^ten ÄreiSfegel- 
fläd^e entfielet eine fd^iefe, bie mit erfterer 
®runb!rei§ unb §5l^e gemein l^at. 2)ie 
burd^ bie 2ld^fe be§ fenfred^ten Tegels 
unb bie SSerfd^iebungärid^tung gelegte 
(SBene ift ber fenfred^te §auptad^fenf d^nitt 
beö fd^iefen ÄegelS. 

3ebe (Sbene gel^t nad^' biefem 3Ser- 
fal^ren in eine um il^re ©d^nittgerabe mit 

ber ©runbebene gebrel^te Stellung über. 3)ie 5Punfte ber ©d^nittettipfe AB 
bilben bal^er nad^ ber Uebertragung einen ebenen ©d^nitt beä fd^iefen ÄreiSfegelö, 
ber als ^Paraffelprojeftion einer ®IIipfe roieber eine ®IIipfe fein mu^ (278), fomit 

©a|: 2)er ©d^nitt einer fd^iefen Sreigfegelfläd[)e mit irgenb einer alle 
5WanteIIinien treffenben ßbene ift eine SHipfe. 

SSirb biefe ©ttipfe als ©runbfläd^e beä Äegefö betrad^tet, fo folgt allgemein 

©a$: 3)er ©d^nitt eineä beliebigen eHiptifd^en Äegelä mit irgenb einer, 
aHe 5IRantelIinien treffenben &bzm ift mieber eine Sttipfe (im ©onberfaH ein 
fireis). SDlit anberen SBorten 
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®a$: 2)ie Stvdxalpxoi^tiion eines ilreifeä ober einer ßHipfe ift eine ©Utpfe, 
fobalb fämtlid)e projijierenbe Btxd^ltn bie S3ilbebene treffen (im ©onberfall 
ein ÄreiS). 

3im affgemeinen erblitft man bal^er jeben ÄreiS perfpeftiDifd^ Derfürjt aU 
ßffipfe. SBBann alä ®erabe ober wieber als ÄreiS? 

2)er Schatten einer Äugel auf eine fte berül^renbe ßbene ift eine ©Ilipfe, 
oorauSgefe^t ba^ bie Entfernung ber Sid^tqueffe oon ber 66ene größer ift als 
ber ©urd^meffer. ®er Serül^rungäpunft ber Sugel ift ber eine ber beiben S5renn= 
pun!te ber @ffipfe. 

3)ie S3emerfung 289) gilt aud^ für bie äc^tralprojeftion. 3Dlan l^ei^t bal^er 
äff gemein ßigenfd^aften, bie burd^ ^ßrojeftion unoeränbert übertragen werben, pro? 
jeftioe Sigenf haften (5ßoI unb 5ßolare, Sä^e t)on ^aScal unb Sriand^on u. f. f.). 



337. 2)em Sld^fenfd^nitt burd^ bie Serül^rungSmantellinie SL ber gur 
Sd^nittebene ^ paraffelen Serül^rungSebene eines fenfred^ten ÄreiäfegelS lann, ba 

er bie Sd^nittebene nad^ AN || SL fd^nei- 
bet, nur ein einziger ÄreiS einbefd^rieben 
toerben. 2)iefer erjeugt eine ©anbelinfd^e 
Äugel, meldte bie ©d^nittebene in F unb 
ben Äegel nad^ bem (SrunbIreiS »om 
S)urd^meffer G-H berül^rt. Se^terer unb 
bie Sd^nittebene fd^neiben fid^ nad^ ber 
gum Sld^fenfd^nitt unb bal^er gu AN fenf^ 
redeten ©eraben VD. ®ie ©runbfreis? 
ebene burd^ ben 2^reffpunftX einer SJlantet 
linie unb ber ©d^nittebene fd^neibet biefc 
nac^ XNIIVD unb ben Sl^fenfd^nitt 
nac^ NL||GH, bann ift, ba anä) 
NDIIHL, 



ferner 
fomit 




XP = HL = ND = XE, wobei XE JL VD, 
XP = XF 
XF = XE 



s. XF , 

ober € = ^^^ = 1 



XE 



b. 1^. jeber 5Punft ber ©d^nittlinie l^at t)on einer feften ®eraben VD unb einem 
feften ^jSunft F ber Sd^nittebene gleid^e Entfernungen. 

2)ie ©d^nittlinie ift eine ftctc, nid^t gefd^Ioffene Sinie mit einem unenblid^ 
fernen 5ßunft, bem ©d^ntttpunlt il^rer Ebene mit ber gu il^r paraffelen Se- 
rül^rungSmantellinie SL, unb l^ei^t ^JJarabel. 3jl^re Ejjentrijität ift 1. 

©a|: 2)er Sd^nitt eines fenfred^ten ÄreiSfegelS mit einer ju einer Se? 
rül^rungSebene paraffelen Ebene ift eine ^ßarabel, 
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ober: ®te 3ctttraIproieftion eineäÄreifcä auf eine, gu nur einem ^ßrojeltionSs 
ftra^I parallele Sbcne ift eine 5ßarabel, 

oorauggefe^t ift l^iebei attcrbinöä j^unäd^ft nod^ bie befonbere Sage be§ 
^ßrojeftionämittelpunftS auf bcm jur Äreiäebene im SDlittelpunft errid^tetcn Sot. 
2KS Ort aufgefaßt folgt 

®a|: 3)ie 5ßarabel ift Drt ber 3Kittelpunfte aller Greife, bie eine geg. 
©erobe berül^ren unb burd^ einen geg. 5ßunft gelten (oergl. 264). 

Solan fül^re bcmgemä^ eine Sß^i^ui^S ^^^ 5ßarabel burd;. 



338* ©inb x unb y bie 3lbftänbe cineä 
^arabelpunftä von ber 3ld^fe unb ber ©d^eitel^ 

tangente unb wirb bie SBrennroeite AF mit -&- 
bejeic^net (^Parameter ber ^arabel), fo gel^t 

XF = XE quabriert über in XF^ = XE« 
ober XN' + FN2 = XE2 

^- +(—!-)■ = (' + f)' 

y' = 2px 



gig. 162. 



n)orau3 
ober 



X 



z= 2 p = f onftanä 




Sa|: %üx jeben ^ßunft ber 5ßarabel ift bie britte ^Proportionale feiner 
Slbftänbe von ber Sld^fe unb ber ©d^eiteltangente fonftant. 

^iemad^ ergiebt fid^ eine einfädle 3^i^^^wng ber 5ßarabcl auf ©runb bcö 
@a^e§ über bag Öuabrat ber §öl^e beä red^troinlligen 2)reietfä: Sefc^reibe um 
bie 5Punfte ber 2ld^fe Greife burd^ A, trage oom anberen Sd^nittpunft au§ 
2 D F = 2 p auf ber 3ld^fe nad^ F ju ab, errid^te bie Senfred^te bis gum ©d^nitt 
mit bem jeweiligen Äreiä unb »erbinbe bie fo erl^altenen 5ßarabclpunlte burd^ 
eine ftete Sinie au^ freier §anb (fiel^e 445, 2). 

®a nur fold^e 5ßunfte, bercn Slbftänbe oon Sld^fe unb ©d^eiteltangente ber 

Sebingung -=^— = 2 p genügen , 5ßunf te ber 5ßarabel finb , alle anberen ^jSunf te 

bagegen, beren 3lbftänbe biefer Sebingung nid^t genügen, aud^ nid;t auf ber 
Parabel liegen, fo l^ei^t 

y' = 2px bie (Sleid^ung ber Parabel. 

Sebeutung ber ^ßarabel in ber ^i^pftf. 3!)ie 3BurfgIeid[)ungen g. 33. fül^rcn 
auf ©a| 338). 

339. 3)a jebe Seltne be§ Äreifeö (GH) oon S auS alö ^JJarabelfei^ne pro^ 
jijiert mirb, wobei inSbefonbere baä ©bcnenbüfd^el burd^ SH bie Äreiöf eignen 
burd> H alä 5ßaraffelftral^Ienbüfd^eI gu AN burd^ ben unenblic^ fernen ^JJunft ber 
5ParabeI abbilbet, fo folgt allgemein 
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®a$: 2)tc ^arabel tptrb oon einer (Seraben in l^öd^ftenS jroei fünften 
gefd^nitten. 

340. ®ie Parabel fann al^ Sttipfe betrad^tet werben, beren einer Srcnn? 
punft inä Unenblid^e gerüdft ift. ^f)xt ©igcnfd^aften ftnb ba^er Sonberfätte ber- 
jenigen ber SHipfe, fönnen aber arniS) unmittelbar auä ^ig. 161 l^ergeleitet werben. 



341. ^ig. 161 : 2lu8 ber fenfred^ten Stellung ber ©d^nittebene lum äd^fen- 
fd^nitt folgt, ba^ AN bie einjige ©^mmetriegerabe unb bal^crSld^fe ber ^arabel 
ift. 3luS Doli KN ergiebt fic^ femer 

^ = 4S- wnb ba DN = HL = KG, 
DN KGr ' 

fo folgt 

DA = AG = AF, 

fomit 

Sa|: 3)er ©d^eitel A l^albicrt ben Stbftanb be§ SSrennpunftä F joon ber 
ßeitlinie. 

2)er ©a| folgt and) auö ber Setrad^tung 337), ferner ate ©onberfall ber 
l^armonif d^cn Sage ber 5ßunlte D A F oo 333). 

342. gig. 161: 3)ie in SX an ben Äegel gelegte Serül^rungSebcne 
fd^neibet bie Ebenen ber 5ßarabel unb be§ S3erü^rung§Ireifeä nad^ ben bcjüglid^en 
2^angenten XV unbP V, bie fid^ im 5ßun!t Vber Seitlinie VD begegnen. 3)ann ift 

AXPV^AXFV fomit <^XFV=90« 
b. 1^. ©a§ 331). 

• 343. gig. 161 : SluS A XEV ^ (A XPV) ^ A XFV 

folgt 

<^EXV = <^VXF 
fomit, ba XE||FD, 

®a$: 3)ie 2^angente l^albiert ben, bem ©d^eitel ju geöffneten SBinfel jroifd^en 
ber burd^ ben Serül^rungSpunft gezogenen 5ßarattelen i^ur 3ld^fe unb bem ju= 
gel^örigen Srennftral^l. 

3Sergl. I^iemit ®a| 330). 2)ie SBrennftral^len nad^ bem unenblid^ fernen 
Srennpunit gelten parallel ber 2ld^fe. 

344. 2)a bie 3iormale ben Snnenroinfel jroifd^en ^araffel^ unb Srenn- 
ftral^l l^albiert, fo folgt: Sitte parattel ^m Sld^fe einfattenben Sid^tftral^len werben 
oom parabolifd^ gefrümmten §ol^lfpicgel im Srennpunft vereinigt. Umgefe^rt 
werben bie oon einer im Srennpunit biefcS ©piegete angebrad^ten Sid^tquctte 
auägefanbten ©tral^len nid^t gerftreut, fonbern parattel jur 3ld^fe fortgeworfen. 
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35aburci^ erjielt man eine fräftigere Seleud^tung entfernter (Segenftänbe. (Vorteil 
gegenüber bem ÄugeIl^ol^If|)tegel.) 

S)er paraboKfd^e §o^Ifpiegel bilbet bie 3«^c«Päd^c cineä fogen. SRotationg^ 
ober Umbre^ungäparaboloibä , ba§ burd^ ©rel^ung einer 5ßarabel um il^re 2lc^fe 
bcfd^rieben wirb. 

345. gig. 162: 3)ie Setrad^tung beS gleid^fd^enlligen ©reietfg AEXF 
geigt, ba^ bie 5ßarabeltangente X T 3WittelIot ju E X ift, l^ierauS folgt, ba^ anä) 
A E F T gleid^fd^enllig unb fomit 

-^ ETO = <^ OTF = <^ OXE = <^ OXF 

bal^er XF || ET unb fomit EXFT ein ^Parallelogramm, beffen diagonalen auf^ 
einanber fenfred^t ftel^en, b. 1^. ein SRI^ombuS, bemnad^ XO = OT; ba ferner 
O A II ED, megen OF = OE unb AF = AD, unb A || XN, fo folgt 

AN = AT 
bal^er 

©a^: ^ßrojijiert man ben oon 33erül)rung§punlt unb 2ld^fenfd^nittpunft 

begrenzten Sangentenabfd^nitt fenlred^t auf bie 3ld^fe, fo wirb bie ^ßrojeltion oom 

©d^citel l^albiert. 

§iemad^ lä^t fid^ in fel^r einfad^er SBeife in jebem ^unlt ber ^Parabel bie 
2^angente jeid^nen: XN JL NA unb AN = AT. 



346. Slffe jur 2ld^fe ber 5ßarabel parallelen GJeraben fönnen, ba fie forool^I 
nad^ bem unenblid^ fernen jmeiten Srennpunft alg nad^ bem unenblid[) fernen 
SKittelpunft fül^ren, forool^l alä Srennftral^Ien mie afö 2)urd^meffer betrad^tet 
werben. 3)ie ©urd^mefferfä^e (286) lauten bal^er auf bie 5ßarabel übertragen: 

©a|: 2)ie SKitten jeber 5ßaraIIelfd^ar ©eignen oon beliebiger SRid^tung liegen 
auf einer ^Parallelen jur 2ld^fe, bem ber ©d^ar gugeorbneten (fonjugierten) S)urd^meff er. 

Snäbefonbere ftel^t bie 3ld^fe auf ber pgeorbneten ©el^nenfd^ar fenfred^t. 

©ämtlid^e ©urd^meffer fmb ber Sld^fe parattel 
unb fd^neiben bie Parabel nur in je einem (enb^ 
lid^en) 5Punft. Konjugierte 2)urd^meffer befi|t bie 
Parabel nid^t. 

©a|: 3)ie 3langente im ®nbpunft eines 
2)urd^mefferä ift parattel ber jugeorbneten ©eJ^nen« 
fd^ar. 

©a|: 3)ie 2^angenten in ben ®nbpunlten 
einer ©el^ne fd^neiben fid^ auf bem ber ©el^ne 
jugeorbneten 2)urd;meffer. 

Ueber bie räumlid^e 3lbleitung ber ®urd^5 
mef[erfä|e fiel^e 350). 



5ig. 163. 
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347. gig. 163 : 3)ie S^angcntcn in ben (Snbpunften einer beliebigen Seltne 
XX' burd^ ben Srennpunft F fd^neiben fid^ in einem 5ßunfte IT ber Seitlinie (332). 
3)urd^ benfelben $unft gel^t gemä^ 346) ber biefer SrennpunftSfel^ne jugcorbnete 
5Durd^mejfer UM. 2)al^er, wenn EX||UM, gemäfe 343) 

<^ UXM = <^ UXE = <^ XUM 
bal^er 

UM = MX = MX' 

f omit liegt U auf bem Umfang beS §albf reifeg, ber X X' jum 2)urd^meffer l^at, 
b. f). AXUX' ift red^troinflig unb fomit 

©a|: 3)ie 3^angenten in ben ßnbpunften einer Srennpunftäfel^e fc^neiben 
fid^ unter red^tem SBinfel auf ber Seitlinie. 

3ugleid^ folgt auä biefer Setrad^tung ©a§ 331) bejro. 342), benn 

PX . FX' = (MX — MF) (MX + MF) = MX* — MF'' = MU^ — MF^ 
= FU2 ba^er FUJ.XX'. 



"^axattetptoietdion ber '^axaicL 

348. 2)a jebe beliebige ^ßaraHelprojeftion einer Gllipfe roieber eine ©ttipfe 
ift (278), fo folgt alg ©onberfatt 

©a|: 3ebe beliebige ^ßaraHelprojeftion einer Parabel ift roieber eine ^Parabel. 

Ober: Seber beliebige parabolifd^e ßplinber, entftanben baburd^, ba^ eine 
(Serabe oon beliebiger SRid^tung fid^ felbft parallel längä einer 5ßarabel l^ingleitet, 
n)irb von jeber beliebigen ßbene nad^ einer 5ßarabel . gef d^nitten. 



^enixatptoieküon bet ^axaM. 

349. SScrfäl^rt man roieber wie in 336), fo folgt 

©a$: 3eber beliebige ^nx 2^angentialebene eincö beliebigen parabolifd^en, 
elliptifd()en ober Äreiäfegelä parallele ebene Sd^nitt ift eine ^jSarabel. 

Ober: 2)ie B^^tralprojeftion einer ^Parabel, einer ßttipfe ober eineä Äreife§ 
auf eine ju nur einem projigierenben Stral^l parallele ®bene ift eine 5ßarabel. 

Unb: 2)ie S^ntxalTpxo'ittiion einer ^Parabel auf eine fämtlid^e ^ßrojeftionä; 
ftral^lcn fd^neibenbe Gbene ift eine GHipfe bejn). ein Äreig. 

Sctrad^tet man bie ^Parabel als GHipfe mit einem unenblid^ fernen Srenn-- 
punft, fo folgen obige Sejiel^ungen als Sonberfällc ber eHiptifd^en Sd^nitte bc= 
liebiger eHiptifd^er Äegel. 

2)ie projeftit)en Gigenfd^aften von $ol unb ^Polare, ber ®a| be§ 5Pa§cal 
unb beä Sriand^on gelten aud^ für bie ^Parabel. 
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^inrntid^e JiSCeifnng bes ^xil^meffett^anptfa%es. 

350. ^ad @benenbüfc^el burd^ bie SeriH^rungämantellinie SL einer axt 
einen beliebigen ettiptifd^en Äegel gelegten Serül^rungdebene fd^neibet bie ju le^teret 
parallele ^arabelebene nad^ parallelen burd^ ben unenblid^ fernen $un!t ber $arabel, 
b. f), nai) 3)urd^meffem. 3)er GJrunbfd^nitt beä ÄegelS roirb von Serül^rungä- unb 
^arabelebene nad^ ber Tangente t unb ber ^u il^r 

parallelen Seltne XY gefd^nittcn. ®ie burd^ bie Sig- 164- 

3Kitte J biefer ©e^ne gelegte ßbene beS Süfd^elä j/ 

gci^t burd^ bie Sld^fe SO, ba bie Sd^nittgerabe L J — y^n\ ^ 

mit ber ©runbebcne ber ju t || XY pgeorbnete yf-'eilvi 

3)urd^meffer L ber (Srunbeaipfe ift. Qlbtm (S L 0) /7/ i / . \\ 

fd^ncibet bie 5ßarabelebene nad^ bem ber 5ßarabel: y rA' HW vV g^ 

fei^ne XY jugeorbneten 2)urd^meffer JQ||LS. y^' J ^> ^^^<J^i^ 
Um ju beroeifen, ba^ jebe gu XY parallele 5ßarabels f 1 '' \7 /ur^ 

fel^ne burd^ JQ ^biert wirb fc^neibe man ben -^V^ T d\'n 

Äegcl burd^ eine jur ©runbettipfe parallele ^i^m. j^ <,., ^ ^ / 

2)iefe fd^neibet bie Serü^rungäebene nai^ ber 3^ans J^ * 

gentc t' || t, bie @bcne ber ?ßarabel nac^ X' Y' || X Y, 

(Sbmt (SLO) na^ L'0'||LO unb bie Sld^fe SO im 3KitteIpunft 0' ber ent= 
ftel^cnben ©d^nittellipfe. L'O' ift fomit ber X' Y' || t' gugeorbnete 2)urd^mejfer ber 
©d^nittettipfe, halbiert alfo X'Y' in J', bem Ireffpunft Don X'Y' mit JQ. 

Um inSbefonbere biejenige ßbene beä S3üfd^el§ LS ju finben, meldte bie 
Parabel nad^ ber 9(d^fe fd^neibet, bemer!e man, ba^ äld^fe unb jugeorbnete ©eJ^nen- 
fd^ar fenfred^t ju einanber fte^en. ©d^neibet man bal^er ben Äegel burd^ eine 
l\\ S L fenfred^te (Sbene, f o erzeugen Serü^rungä^ unb ^arabelebene für bie ent^ 
ftel^enbe ©d^nittettipfe eine 3^angente nebft ?ßaraffelfel^ne, bie beibe ju LS fenf^ 
red^t ftel^en. 2)ie SRitte biefer ©el^ne beftimmt bal^er bie gefud^te ßbene beö 
Süfd^elg. 

Seifpiele. 

351. 1. älufgabe: 6ine 5ßarabel fei gejeid^net. Sld^fe, SBrennpunft unb 
Seitlinie ju finben. 

Söfung: 3)ie 3Serbinbungägerabe ber 3Kitten irgenb groeier paralleler 
©eignen ift ein 2)urd^meffer ber ^ßarabel unb giebt bal^er bie Sld^fenrid^tung. ^z\)t 
5u biefcm 2)urd^meffer fenfred^te ©e^ne ift ber Sld^fe jugeorbnet. ®ie 3Jlitte 
einer fold^en ©el^ne ift bal^er ein ^^Junft ber Sld^fe. 

3iel^e im @nbpun!t beö juerft beftimmten 3)urd^mefferä bie jur jugeorbneten 
©el^nenfd^ar parallele 2iangente. 2)aä auf biefer 3^angente im ©d^nittpunft mit 
ber ©d^eiteltangente errid^tete 2ot trifft bie Sld^fe im Srennpunft u. f. f. 

352. 2. Aufgabe: 3Son einem geg. 5Punft P eine 2^angente an eine 
Parabel ^u jiel^en. 

Sauerbeä, @teteomeitie. 12 
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gig. 165. ^^^ Slngenommen P X unb P Y feien bie ge^ 

fud^ten S^angenten. Der ©urd^meffer butd^ P, 
ber bie 5ßara6el in C treffen möge, l^albiert ge- 
nta^ 346), ba er ber Serül^rungSfel^ne jugeorbnct 
ift, XY in D. 3^^^^^ i« C bie ju XY parallele 
S^angente UV, fo l^albiert auä bemfelben ©runb 
ber SDurcldmeffer burd^ V bie SSerül^rungSfei^ne CY 
ber Don V an bie 5ßarabel gezogenen Spangen- 
ten im 5ßunft E. 5Wun ift VE || PD, beider 
PV = VY unb fomit PC = CD, b. 1^. 

©a|: ®ie burd^ ben Sd^nittpunft jroeier 2^angenten unb bie 3Jlitte ber 
Serül^rungäfel^ne begrenzte S)urd^mejferftredfe wirb t)on ber 5ßarabel l^albiert; 

fomit 3cicl^wung : Seftimme irgenb einen 2)urd^meffer. 3^^ ^wrd^ P bie 
parallele. 35iefe trifft bie 5ßarabel in einem 5ßunft C. SJerlängere PC um 
ftd^ felbft bis D. 3Serbinbe einen beliebigen 5ßunft Z ber Parabel mit einem 
beliebigen ^unft G bed ©urd^mefferS PD unb verlängere ZG um ftd^ fclbft 
bi^ H. 3)ie 5ßaraffele burd^ H ju PD beftimmt ben ^Jarabelpunft L, bann 
ift ZL eine bem ©urc^meffer PD pgeorbnete ©ei^ne, ba fie Don PD l^albiert 
wirb. 3)ie 5ßaraffele burc^ D ju ZL beftimmt bal^er bie Serül^rungSpunfte X 
unb Y ber gefud^ten 2^angenten. 

353. 3. 3lufgabe: ®urd^ fünf geg. 5ßunfte, t)on roeld^en ber eine im Un- 
enblid^en liegt, eine ^arabel ju legen. 

Söfung wie in 295), 



PtUfet ^aff: pie ^ppexMf^niite. 



gig. 166. 
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364. 3ebe burd^ bie ©pi^e eineö 
fenlred^ten ÄreiSlegelS gelegte (Sbtm 
(ESE'), bie beffen gläd^e nai) ^mei 
^Kantellinien fd^neibet, trifft, paraM 
Derfd^oben, forool^I Kegels als ©d^eitel-- 
fegelfläd^e unb erzeugt bal^er eine jroei^ 
äftige, nid^t gefd^loffene , ftctig ge-- 
Irümmte ebene ßinie, bie ©ppcrbel 
i^ei^t. SJiefelbe befi^t jroei unenblid^ 
ferne 5ßunfte, bie ©d^nittpuntte i^rer 
®bene mit ben ju il^r parallelen 3Kan-' 
tellinien. 3^^ jebem biefer betben 5ßunfte 
laufen jroei ^^perbeläfte j^ufammen. 

®ie ©d^nittgerabe AB ber (Sbene 
ber ^pperbel mit bem ju le^terer fenf= 
redeten Sld^fenfd^nitt beS Äegelö ift 
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©pmmctricgcrabc für bie ^^pcrbel unb l^ci^t, ba fie bie näd^ftliegcnben fünfte 
bcibct ^^pcrbeläfte, bie ©d^citel A unb B, ober oielmel^r, über ben unenbltd^ 
fernen 5ßunft Don AB gered^net, bie entfemteften 5ßunftc A unb B »erbinbet, 
bie gro^e 3lcl^fe ber $9perbel. Die beiben bem fenfred^ten Sld^fenfd^nitt ein? 
befd^riebenen Äreife, roeld^e bie gro^e Sld^fe ber ^^perbel in F unb Y berül^ren 
(FF' II SM'), erjeugen wieber bie 3) anbelinfd^en Äugeln. S^^genb eine TOantel- 
linie treffe bie Äreife, nad^ roeld^en biefe Äugeln ben Äegel berühren, in P unb Q, 
bie Sd^nittebene im ^^perbelpunft X, bann ergeben bie frül^eren Setrad^tungen 

XF = XP unb XF = XQ 
fomit 

XF — XF = PQ = OK = fonftang 
fomit 

1. Grllärung: 35ie ^pperbel ift Ort affer 5ßunfte, für roeld^e ber Unter» 
fd^ieb ber beiben Entfernungen oon jwei feften ^ßunften F unb F', ben fogen. 
Srennpunften, ftd^ nid^t änbert. 

Ober wenn man bie Heinere ©ntfemung XF oon X an^ auf ber größeren XF' 
abträgt unb mit bem SReft biefer ©tredfe um F' einen ÄreiS befd^reibt (gig. 171): 

2. ®rflärung: 2)ie ^^perbel ift Ort ber SDlittelpunfte affer Greife, bie 
einen geg. ÄreiS berühren unb burd^ einen au^erl^alb beä Äreifeg geg. $unft gelten. 

3)er §albmeffer beS geg. Äreifed ift ber Unterfd^ieb ber Srennftra^Ien, ber 
3KitteIpunft unb ber geg. 5ßun!t finb bie beiben Srennpunfte. ^ül^re eine 
ßeid^nung ber ^^perbel au^ auf ®runb biefer ßrflärung. 

356. 3)ie SRantellinien beS Äegefe afe projijierenbe ©tral^Ien ber ©runb-^ 
freife aufgefaßt, ergiebt fid^, afferbingä t)orerft nod^ unter SSorauäfe^ung einer 
befonberen Sage beä ^rojeftionSmittelpunftS, ber 

Sa^: Sie S^ntralprojeltion eineä Äreifeä auf jebe ^u ^roei proji^ierenben 
©tral^Ien paraffele ebene ift eine ^pperbel. 

SBeifpiel: 3!)er Sd^atten ber Spi^e tint^ fenfred^ten ©tabä befd^reibt im 
Sauf eines S^ageä einen ^^perbelaft. 



356. DbTOol^I §9perbel unb ßffipfe alö 3c"twIproieftionen beS Äreifeä 
in il^ren (Sigenfd^aften oöffig übereinftimmen , beibe Äuroen aud^ jroei enblid^e 
Srennpunfte befi|en, fo geigt bod^ baä aSerl^alten ber §9perbel, wegen ber beiben 
unenblid^ fernen fünfte biefer Äuroe, roefentlid^e 3lbroeid^ungen gegenüber ber 
®Bipfe. 

Stn folgenben werben einige ber raid^tigften ©igenfd^aften ber §9perbel 
burd^ Setrad^tung am Äegel abgeleitet. 
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Jie (»He *4f« btt #lH«tl<f. 

357. Jifl. 166: ^üib bem Sa^ über bie (Sleid^^eit bet langenten pon 
einem $unh an eine fiugel folgt 

{AB + BF') — AF = AG — AK = KG 
unb 

{AB + AF) — BF =BL — BH =HL 
roorauä bur«^ ©ubttaltion, ba KG = HL 

2AF — 2BP' = ober AP = BF' 
fomit 

AB=:ÄF' — F'B = AG — AF = AG— AK = KG 
ba&er 

XF' — XF = AB . . =:2a 

b. ^. bet unoeränbeilidte Unteifdiieb ber Srennftrafilen ift flleiti^ bet grofeen Steife, 
"Stan ift äbereingetommen , bie Sänge AB bei großen ^c^fe bei ^^peibel, in 
Ueberetnftttnmung mit bei @[Ii|ife, mit 2 a ju bejeiciinen. 



358. ^ie Ebenen bei 93etü^ningd(ieife fc^neiben bie $qpeibe(ebene nadf 
ben iut §9perbeMfe fentte(^ten Seitlinien VD||VD'. ßie^t man BG'||DK, 
fo ift 



DA 
DB ' 



KA 
KG' 



fomit 



AK - AF 
DA _ PA- 
DB ~ FB 



unb 
ebenfo 



KG' = 
D'A 
D'B ' 



BL = 

'' F'B 



Die giofte ä(i^fe bei ^qpeibel roiib biiii^ jeben bei ^lennpunfte 
unb feine guge^öiige SeitUnie ^aimonifcd geteilt. 

3u8leic^ folgt DA = D'B, b. I). Seit. 
5ig, 167. linien niie Srennpunttc liegen fgmmetiifd) 

begüglic^ beä 3)littelpunttä. 

359. DaJMNDK, fo folgt mit «e= 
tüdfiditigung von 358) 

JK _ AK _ AF BF 

MD ^ AD ~ AD ~ BD" 

_ BF — AF _ AB OA 

~ BD — AD ~ DD' ~ OD^ 

niobei ber URittelpuntt ber §9per6el ifi, 

unb bo ber F jugeoibnete ^ormonifdfe 

l'unft D burd) bie ^eiü^ningäfe^ne ber 

i'on F an ben flreiö übet AB a[S 33ui(b^ 
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mcffer gezogenen ^^angenten beftimmt wirb, bic Serül^rungSfcl^ne fomtt Scitlinte 

ift, fo folgt m. 167) 

OA _ OJJ _ _0F^ _ OF 

OD " OD ~ OU ~ OA 
Serüdffic^tigt man, ba^ in gig. 166 

JK = XQ==XF 
imb, wenn XE X DV, and) 

MD = XE 

fo folgt XF OF f 

fontit 

©a|: 3)ie ^^perbcl ift Ott attet 5ßunftc, beten SlbftanbSDerl^ättniö Don 

einem geg. 5ßunlt, bcm Srennpunft, unb einer geg. ©etaben, ber biefem Srenn^ 

punft jugel^örigen ßeitlinie, fid^ nic^t änbert. 

^iefeg älBftanb^Derl^ältntg ift baä Sierl^ältniä ber ^aI6en 93rennmeite jur 
l^alben großen Sld^fe unb l^ei^t ©jjentrijität. 

35ie ©jjentrijität ber ^^perbel ift ftetö größer alö 1. 

Iftebenfiitig bet Ip^ovfe fßyre, ^axaM^ ^tfpttbet. 

360. 2)ie Sejeid^nungen SHipfc, ^arabel, §pperbel bejiel^en ftd^ aiif ben 
aBert ber (Sjjcntrijität, b. f). beä für jebe ber brei Äurcen unDeränberlid^cn Slb* 
ftanb§t)erl^ältnijfeä eineä Äuroenpunftä t)on einem fcften ^unft, bem Srennpunft, 
unb einer feften ©eraben, ber j^ugel^örigen Seitlinie. @ö ift für 

f 
bie eilipfe -- = f < 1 

f 
bie Parabel — = e = 1 

f 
bie ^^perbel — = « >► 1 ; 

eö finbet alfo für bie ©ßipfe ein ^wrücfbleibcn eXXeiTtetv 

bie Parabel ein @Ieici^!ommen napaßdXXeiv 
bie §5perbel ein Uebertreffen öTiepßdUs'.v 

beg einen 3(bftanb3 bejügüd^ beS anberen ftatt. 

Igttenityitnftfe itnb ^^ngetife. 

361. 2)ie burd^ bie 3KanteUinie SX gelegte Serül^rungäebene beä ÄegelS 
fd^neibet bie ^^perbelebene naö) ber ^pperbeltangente in X, bie mit ben gleid^s 
jeitig erjjeugten 3^angenten QV unb PV ber Serül^rungöfreife in ben ^^unften 
V unb V ber Seitlinien j^ufammentrifft. 35ann folgt au^ 

AXFV^ AXQV 

<^XFV== <^XQV=r90o 
b. ^. @a$ 331). 
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362. Semer folgt 
unb, ba 

fomit 

b. f). 

®Q^: ®ie ^^angente l^albiert ben Wmkl ber Srennftral^Ien jum ^ttüf) 
rungdpunit. 



<4:FXV = <i:VXQ 

A XFV ^ A XPV : <t FXV = <i: VXP 

<i:FXV = <tFXV 



^0tif0&iit€ ^Kif fiu nnb S^^fttMn. 



m- 168. 




363. 2)a bte ^albterungdltnte beS 
Slu^enroinlefe ber Srennftral^Ien Slangente 
einer SIlipfe ift, roeld^e biefetten Srenn- 
punfte f)ai, mt bie ^pperbel, fo folgt 

@a^: SKipfen unb ^pperbeln mit ben- 
felben SSrennpunften burd^fd^neiben fid^ red^t^ 
roinflig, 

ober : Sonfolale SKipfen unb ^^perbeln 
bilben ein orthogonale^ Softem. 

3eige in ber Slnorbnung ber %xq. 168 
bie 3lid;tigfeit ber ®ä^e r ± r' = lonftane. 



m- 169. 



gifpmvtoten. 

364. ^ie ^^perbelebene fei paraKel ber @6ene ber ^Otantellinien SB 
unb SR'. S)ie burd^ biefe SKantellinien gelegten Serül^rungäebenen beä Äegels 
fd^neiben bie ^pperbelebene nad^ ben gu SR unb SR' parallelen 2^angenten OUunb 
U' in ben unenblid) fernen fünften ber ^^perbel, ben fogen. Slf^mptoten. 3)ie 
Sejeic^nung rül^rt l^er oon ^ o^v kIictcu = nid^t jufammen fallen. S)iefcn ©eraben, 
roeld^e bie Äuroc im Unenblid^en berühren, nähern fid^ nämlid> bie §pperbeläfte 

oom Scheitel a\x^ ungemein rafd) unb ftarf, 
fo ba^ bie Krümmung ber ^pperbel balb 
eine fe^r fd^mad^e wirb; tro^ beffen finbet 
im ßnblid^cn fein gänjlid^eö Swföwimen- 
faHen ber ©eraben unb ber Äuroe ftatt. 

2Bie bie S3erü^rungämantellinien SR 
unb SRS fo liegen bie äfpmptoten OU || SR 
unb OU' II SR' gum fenfred^ten »d^ifen^ 
fd^nitt unb fomit aud^ gur großen Steife 
f^mmetrifd). 

3!)a fid^ bie S3erül^rungäebenen nad& 
ber, bejüglid^ beä ®runblreife§ JQR J', 
jum $ol T oon RR' fül^renben ©eraben 
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ST fc^nciben, fo ift S — TJM'J' ein ^armonifd^cS ©tral^Ienbüfd^el, unb ba 
MB II M'S, fo ift OA = OB, b. l). 

®a^: SDie Slfpmptotcn fd;ncibcn fid^ im 9RittclpunIt bcr großen äld^fc. 

365. ^a für ben unenblid^ fernen $unlt 2^angente unb 93rennftra^( paxaüd 
finb unb baö im Srennpunft auf bem Srennftra^I errid^tete £ot bic 3langente 
in einem 5ßunlt bet Seitlinie trifft, fo beftimmt {%\q. 167) ber Sd^nittpunlt ü beS 
§albf reifes über F mit ber Scitlinie bie Slfpmptote TJ. 3«^t man ü A unb ÜB, 
fo ift ^ AUF = <^ AUD, fomit, ba gemä^ 358) ü — F ADB ein l^armonifd^e« 
©tral^Ienbüfd^el, TJA JL TJB, b. 1^. TJ liegt aud) auf bem Äreiä über ber großen 
3lc^fe als 2)urd^meffer. 

S)ie äf^mptoten finb fomit bie ^albmeffer nad^ ben Serül^rungSpunften bcr 
^Tangenten oon einem SBrcnnpunft an ben über ber großen 2ld^fe 2 a ate 3!)urd)5 
meffer befd^ricbenen Äreiö. 

366. 3)ie in A jur großen 3ld^fe fenfrcd^tc ©d^eiteltangente treffe bie 
«f^mptote Oü im «ßunfte C, bann ift 

AOAC^AOUF fomit OC = OF = f 
b. f). 

S)ie Slfpmptoten finb bie Stral^Ien oom SKittelpunlt nad^ ben ©d^nitt-^ 

punften ber ©d^eiteltangcnten unb beS um ben 3RitteIpunft mit ber l^alben SSrcnn-- 

weite befd&riebenen Ärcifeä. 

^ ' Sig. 170. 

367. 3Kan erhält biefeS Ergebnis 
aud^ au^ gig. 170 burd^ folgenbe Setrad^-- 
tung: ®a ber ÄreiS um X mit XF ben= 
jenigen um F' mit AB = 2 a in N berührt 
unb bic S^angente in X ben SBinfcI ber 
Srennftral^len l^albiert, fo ift, menn FN 
gebogen wirb, FW = WN 
unb ba F = F' f o folgt 

OWJI F'NunbOW = ^ F'N = a, 
b. 1^. 

©a^: ®er um ben 2Rittelpunft mit ber l^alben großen 3ld^fe befd^riebene 
Äreiä ift Ort für bie ^uftpunfte aller Sote, bie oon ben Srennpunften auf bie 
2langenten gcfättt werben, 

ober : 3ic^t man oon einem $unf t au^erl^alb eineö Äreif eä ©tral^len nad; 
fämtKd^cn 5ßunften besfclben, fo uml^üHen bie in biefen fünften errid^teten Sote 
eine ^^perbel. 

S)a bie 3langente im unenblic^ fernen ^unlt burc^ gcl^t, fo ift in biefem 
bcfonbcren ^all baS Sot FTJ oom SSrennpunft auf bie Slf^mptote 3^angcnte an 
ben um mit a befd^riebenen ÄreiS. 

SBie lautet obiger ©a$ für bic @Kipfc unb 5ßarabel? 
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368. ^em bei ber @Qipfe von \>tn betben ^albad^fen unb ber f)alhtn 
Srenntoeite gebilbeten red^ttDtnKigen ^reiecf entfprtd^t bei ber ^pperbel bad red^t^ 
roinflige AOAC. 5IRan ift ba^et übereingclommcn, AC als bie reelle Heine 
Öalbad^fe b ber ^^^perbel ju bejcid^nen. 3!)ann ift im AOAC 

a« + b' = f» 

eine Sejie^ung, bie mit ber jenigen für bie Sttipfe übereinftimmt, fobalb bie reefle 
f leine Sld^fe ber ßttipfe imaginär mirb: 

a'^(ib)^ = P 

b. f). bie i^^perbel fann aU @IHpfe mit einer imaginären ^auptad^fe 
betrad^tet werben. 

3)ie in j^ur grofeen 3lcl^fe AB fenfred^te jmeite S^mmetriegcrabe ber 
^9perbel mirb als Keine Sld^fe ber ^pperbel bej^eid^net. Dbmol^I fie bie ^^perbel 
nid^t fc^neibct, fo fagt man bod^ in Uebereinftimmung mit ber (Sttipfe, fie roerbe 
Don ber ^^perbet in ben imaginär fonjugierten (Snbpunften + il> ""^^ — ib 
getroffen. 

369. Stuf gäbe: SBeld^e 93ej\ie^ung befielt jmifd^cn ben Slbftänben eineö 
.^^perbetpunftö Don ben beiben §auptad^fen? 

©inb r unb r' bie Srennftra^Ien nacS) bem ^^perbelpunlt unb x unb y 
feine 3lbftänbe t)on ber fleinen unb großen 2fd^fe, fo ift (^ig. 171) 

r + r' = 2a 1) 

r^ =(x + f)^ + y'^ 2) 

r'^ = i{-xr + r 3) 

(r + r') (r — rO = 4 f X 2) — 3) 

SluS r — r' = 2 ^ X r + r' = 2a 

a 

f f 

folgt r = a-f"~x r' = a — — x ..4) 

a a 

35iefe SBerte in 2) + 3) eingefe^t, folgt 

ober 

a^ + -^x^ = x« + y^ + P 
morauS 

f2 _.. o2 

— x^ — y2 = P — a^ 

a- -^ 

ober, ba gemä^ 368) 

P — a« = b^ 
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nac^ einiget Umformung 



gig. 171. 



a 



= 1 



in Uebcteinftimmung mit Sa^ 368) aui) 
gcf d^ricbcn : 



a 



+ 



= 1 



(ib^) 

3)a nur biejenigen fünfte auf ber 
.§9perbcl liegen, beten Sld^fenabftänbe ber 
gefunbenen Sebingung genügen, fo Reifet 

-».2 ^2 

= 1 




a^ b^ 

bie ©leid^ung ber ^^perbel. 

370^ $at bie §9perbel gleid^e Steffen a = b, fo l^ei^t fie gfeic^feitig unb 
i^re (Sleid^ung lautet 



dagegen fagt 



X* — y — a 

X- 4-y* = a' 



ba| aße fünfte, beren 3ld^fenabftänbe biefer Sebingung genügen, oom Sld^fen^ 
fd^nittpunft gteid^e ßntfemung a ^aben. Sc^terc ©leid^ung ift bal^er bie 
©leid^ung eines ÄreifcS mit 3Kitte(punft unb §albmeffer a. 

2)ie Stfpmptoten ber gleid^feitigen ö^perbel l^albieren bie SBinlel ber ^aupt^ 
ad^fcn unb fte^en ju einanber fenfred^t. 

371. Semegt fid^ ein $unft P fo, bafe feine ©ntfemungen t)on jroei feften 

fünften fid^, ben t)ier ©runbred)nungSarten entfpred^enb , fonftant änbern, fo 

befd^reibt er für 

eine ßHipfe 1) 

eine ^pperbel 2) 

eine SemniSfate 3) 



r + r' = 2a 

r — r' = 2a 

r . r' = k'^ 

r m 

7 ^ T" 



Sluffattenb ift, bafe für bie ©ioifxon 
ber ÄrciSauftritt als Sonberfatt ber (SKipfe. 

3eid^nung ber Semnisfate: SKad^t man 
bie geg. ©tretfe k jur $ö^e eines red^tminf- 
ligen 2)reietfS, fo finbet man ju jebem be« 
liebigen ©tral^I r ben zugehörigen r' mittels 
beS ©a^eS über baS Öuabrat ber $öl^e beS 
rcd^troinfligen S)reiedS. 3!)ie Greife um bie 
geg. fünfte F unb F' mit ben $albmeffern r 
unb r' geben t)ier 5ßunfte ber gu FF' unb 
bcm 3Dlittellot t)on FF' f^mmetrifc^en Äurve. 



einen ÄreiS 4) 

Sig. 172. 
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Setnntätaten entfielen beim S^ur^gang polarifierten Sid)t3 bunt) opö^ä) jiMi^ 
o^ftge Aniftalle. (ätttagonit, itolifalpetet.) 

35er ÄreiS -, = tft ber ÄreiS beä StpoUoniue über bem Slbftanb bet; 

jenigen beiben fünfte als l^urd^meffer, meli^e bie SSerBinbungS^ede bet beiben 
geg. fünfte innen unb aufeen im felben SJet^Itni« teilen. 

9ar«ff(C- nttk ^fc«t|ir«i(lfi«i bn ^tffnttt, 

378. 3)iefelben Setta^hingen roie bei ßUipfe unb ^arübel ergeben 

@a|: ^ebe ^raQelprojeHion ber ^^pecbel ift mieber eine ^^perbel. 

Sa§: S^bei fi^perbolifiipe, parabolifi^e, cCIiptifdie ober ÄretSfegel roitb »on 
jebet gu Kmei ÜRantellinien ixiiaUelen @bene nad| einet ^^petbel gef(^nitten; 

ober: 3!)ie Scntiolptojeltion einet §9petbel, ^atobel, ©ßipfe ober eines 
Rtei\ti auf eine ju gmei ^tojetttimSftra^len pataQele Silbebene ift eine SnfpnM 
(»emetfung 336 St^Iufe) 

unb: ^ie Sentwlprojeltion einer ^^petbel auf eine gu nur einem ^rojefs 
tionS^o^I paraSele ßbene ift eine ^iarabel: 

unb: Tie 3^ii^'f>i^oi^^'i'>" ^™^ ^qperbel auf eine fämtlic^e ^rojeftionä^ 
ftta^Ien f^neiienbe Gbene ifl eine gtlipfe obet ein flteiS. 



Sifl. 173. 



^T^meirrt. 

373. 2)ie 6ä|e über bie ^ur^meffer ergeben ficf] ganj oKgemein auä ber 
Säelrac^tung beä (i^petbcfifi^en ©dinittä beä eHiptift^En fiegelä: 

^ie }u (B8B') pataQele .O^petbelebene fi^neibet bie @iunbe(Iipfe na<^ 
ber all ER' potüHelen Se^e QQ', meldte oetlängett bie in R unb R' geieidb^ 
neten S^angenten in D unb TJ' trifft. Sie fc^neibet bie butti^ 8E unb SE' 
gelegten SetüfitungSebenen na(^ ben ju biefen 
äFtantellinien paraßelen ätf^mptoten UO unb U'O, 
beten ©d^mittpunft 0, ber 9JiitteIpunft bet §^pet^ 
.bei, auf ber ©c^nittgeraben ST ber 3erü^tungd= 
ebenen liegt, ©et ben GHipfenfefinen ER' |] QQ' 
gugeorbnete Xun^meffet J J' ge^t bun^ bie Witten 
M unb M' biefer Seinen unb butt^ ben 6<^nitl' 
punft T ber Gttipfentangenten in R unb R', 3)o 
biefe Settoi^tung füt jeben ^araUelfd^nitt jur 
©tunbeQipfe gilt, rcel^eä auc^ bie Sage ber [en- 
teren fein mag, QQ' aber sugleirf) ^^petbelfe^e 
ift unb bie burc^ ©urt^meffet M' T unb Segele 
fpi^e S gelegte Gbene bie Ebene (ESE') unb bie 
$t)perbelcbene nad) M'S||MO fi^neibet, fo folgt, 
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baj5 bie SKittcn atfcr ju QQ' parallelen ^^perbelfel^nen auf OM liegen unb im 
bcf onbercn %aü bie im ©d)nittpunft P t)on M mit S J, b. f), mit ber §9per6el 
gejeid^ncte $araffelfel^ne KK' J^angente ber ^pperbel ift. 3)al|et 

®o|: 95ie SDlitten paralleler ^^perbelfc^nen liegen auf einer burd^ ben 
5DlitteIpunlt ber ^^perbel ge^enbcn ®eraben bem ber ^ßaraHelfel^nenfd^ar juge= 
orbneten Siurd^mejfer. 

®a^: 3)ie 2langenten in ben ©c^nittpunften eine§ 95urd^mefferi mit ber 
§9perbef fmb ber jugeorbneten ©el^nenfd^ar paraffel. 

374. S)er einer ^ParaKelfe^ncnfd^ar parallele 3)urci^meffer l^ei^t bem, bie 
3Kitten ber ©d^ar uerbinbenben S)urc^mcffcr ^ugeorbnet ober fonjugiert. 

diejenigen SJurd^meffer , meldte in ben, ber Keinen Sld^fc |\ugel^örigen 
©d^eitelminlelfläd^en ber Slf^mptoten liegen, fd^neiben bie §^perbel nid^t; äffe 
anberen SJurd^meffer bagegen treffen bie ^^perbel in jmei fünften. 

3Son jmei jugeorbneten 3!)urd^meffern fc^neibet immer nur einer bie ^^perbel 
(in gmei fünften), ber anbere bagegen nid^t. 

Seber 3)urd^meffer ber §9perbel mirb t)om 9Rittelpunft ber le^teren l^albiert. 

375. ®ie in Q unb Q' an ben Äegel gelegten Serü^rungScbenen, beftimmt 
burd^ S unb bie in Q unb Q' an bie ©runbeffipfe gezogenen 3^angentcn EV 
unb E'V, meldte fic^ in V auf bem QQ' ||ER' jugeorbneten 5Durc^meffer MT 
treffen, fd^neiben bie ebene ber ^^perbel nad^ ben, ju i^ren ©d^nittgeraben ES 
unb E'S mit @bene (ESR') paraffelen ^pperbeltangentcn QD unb Q'D. ®a 
bercn ©d^nittpunlt D jugleid^ ber gemeinfame ©d^nittpunft beiber Serül^rungS; 
ebenen unb ber ^^perbelebene ift, bie ©d^nittgerabe S V erfterer aber bie ^^perbel^ 
ebene im ©d)nittpunft mit bem ber ^^perbelfel^ne QQ' gugeorbneten ^^perbel^ 
bur^meffer MO||M'S trifft, fo folgt 

©a^: ®ie in ben ©nbpunften einer ^pperbelfel^ne gegeid^ncten 3^angenten 
fc^neiben fid^ in einem ^unft beä ber ^^perbelfel^ne jugcorbneten 3)urd^mefferä. 

376. gig. 173. Sluö 

PK MU M'R T>Tr__-DTr/ 

"PK^-"MTP""- Wr^ '^^^* PK -PK 
b. ^. 

©a^: S)aö gmifd^en ben Slf^mptoten liegenbe BtM ber ^^perbeltangente 

mirb burd^ ben SJerül^rungSpunft l^albiert. 

377. gig. 173. 3lug 

MU = MU' unb MQ = MQ' 
folgt 

ÜQ = U'Q' 
b. ^. 

© a ^ : 9luf jeber ^pperbelfefante finb bie beiben äußeren, jmifd^en ^pperbel 

unb äf^mptoten liegenben Slbfd^nitte einanber gleid^. 

2Birb bie ©efante jur S^angente, fo folgt ate ©onbcrfaff 376). 
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^kxnaö) crgiebt fid^ eine einfädle S^i^^^^Ö ^^^ ^ppetbel aus ben Slf^mj 
ptoten unb einem beliebigen ^unlt Q: Sege burd^ Q ein @tral^Ienbüfd^e( unb 
trage auf jebem ©tral^I bie jroifd^en Q unb bem ©d^nittpunft XJ mit ber einen 
äf^mptote Kegenbe ©trede t)om Sd^nittpunft TJ' mit ber anberen Stfpmptote au§ 
gegen Q l^in ab, fo ift ber @nbpunft ein weiterer $unft ber ^pperbel. SSerbinbc 
bie fo erhaltenen ^untte burd^ eine ftete Sinie au§ freier ^anb. 

Um bie S^angente in Q i\u erl^alten, l^at man burd^ Q eine ©erabe ^u jie^en, 
fo ba^ baä jroifd^en bie Stf^mptoten fattenbe ©tüd berfelben in Q l^afbiert roirb 
(mit §ilfe eines 5ßarattelogrammS). 

378. 2)ie in ben Snbpunften N unb N' einer jur Std^fe fenlrec^ten Se^nc 
gejeid)neten ^^perbeltangenten beftimmen mit ben älf^mptoten jroei auS ©rünben 
ber Symmetrie fläd^engleid^e 95reierfc: 

©e^t bie ^pperbel burd^ ^araHelprojeftion in eine anbere über, roirb alfo 
aus NN'IIGG' unb ber Slc^fe baS ^ßarattelfe^nenpaar QQ'||KK' nebft bem 

Sig. 175. 





jugeorbneten S)urd)meffcr O'D, fo folgt, ba l^ierbei gleid^e ^läd^en fid^ mieber 

ffäd^engleid^ abbilben, aud^ 

AKO'J = AK'OJ' 

unb ba Q Q' als ganj beliebige, nur oon ber 9lid^tung ber projijierenben ©tral^lcn 
abhängige ©el^ne betrad^tct werben !ann, 

©a^: ©ämtlid^c S)reiedEe, meldte bie ^^perbeltangenten mit ben Slfpmptoten 
bilben, finb fläd^engleid^. 

S)ie ©d^nittgeraben j^meier paralleler 3^angenten mit ben äfpmptotcn ftnb 
bie Sdfen eines Äonjugierten^^arallelogrammS, fomit, ba bie ^läd^e bes 
Ic^teren bas 3Sierfac^e berjenigen beS ©reiedfs beträgt, meld^eS t)on einer ber 
S^angenten mit ben Slf^mptotcn bcftimmt mirb, 

©a$: ältte Äonjugiertens^ßaraUclogramme ber ^pperbel finb fläd^engteic^. 

379. S)a bie ^läd^cn oon 3!)rcierfen, bie einen 3QBin!el gemein l^aben, jtcft 
t)erl^alten mie bie ^robufte ber biefen SBtnfel einfd^lie^enben ©eiten, fo folgt, 
ba bie burd^ bie Xangenten unb Slf^mptoten beftimmtcn ®reiedfe fläd^englcic^ finb, 
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S a $ : Sic ^Probuftc an^ bcn t)on ben 2^angcntcn auf bcn Slfpmptotcn zx- 
gcugtcn Slbfd^nittcn, t)om SKittelpunft bcr §9pcrbcl aix^ gcmcffen, finb lonftant, 
ober bic 3lcd^tC(fc au§ bicfcn 2l6fd;nitten finb fläd^engleid^. 

380. 3lu§ bcm befonbcren %aü bcr Sd^citcltangcntc crgicbt fid^ bic urt-- 

t)eränberlici^c 3)rcictfäfläcl^e gu 

A = ab 

unb baö unücränbcrlid^e ^robuft glcid^ bcm Cluabrat P über ber l^alben 
Srennroette. 

93eifpiele. 

381. 1. Stuf gabe: 3n einem geg. $unft P einer ^^perbel eine 2^angentc 
gu geid^nen. 

1. Söfung: halbiere ben SBinfef, meldten bie S3rennftral^len nad) P ein- 
fd^Iic^cn. 

2. Söfung : Seidene eine ©el^ne ber ju P lonjugierten ^arattelfel^nenf d)ar. 
33erlängere ju biefem S^^^ ^'^^ ^o" einem beliebigen ^pperbelpunf t Q nad^ P 
gezogene Stredfe um fic^ felbft, bann beftimmt bie parallele gu OP burd^ ben 
erl^altenen 6nbpunft einen Sd^nittpunft Q' mit ber §9perbel unb l^iermit bie 
Slid^tung QQ' bcr gefuc^ten 3:angente. 

382. 2. Stufgabe: 33on einem geg. $unft P au^erl^alb ber ^^perbel 
an bicfe eine 2^angente ^n giel^en. 

1. Söfung: S)er Äreiö um P mit PF fd^neibet benjenigen um F' mit 2a 
in groei fünften N unb N'. 5Dic SWittellote gu FN unb FN' finb bie gefud^ten 
2^angenten. S)ie ®tral)Ien F'N unb F'N' beftimmen bie Serül^rungSpunfte. 

2. Söfung : 3'^^^ ^^^ P <^wS brei beliebige Sefanten, meiere bie ^pperbet 
in A^Bj, A2B2, A3B3 fd^neiben. 3)ie ©d^nittpunfte ber ©eraben AjB^ unb 
A2B1, A2B3 unb A3B2, A3B1 unb A,B3 liegen auf einer ©eraben, ber polare 
be§ $un!tö P. S)iefe trifft bie ^^perbel in bcn gcfuc^ten S3erül|rungöpunften. 
3n>ei Söfungen. 

S)iefelbe Söfung befielet für (SHipfe unb Parabel. Seroeiö burd^ S^^tral- 
projeftion ber entfprec^enben Äreiöaufgabe. 

383. 3. Stufgabe: ^araM einer ©eraben eine SCangente an eine §pperbel 
in legen. 

Söfung: Si^i)Z jroei ber geg. ©eraben parallele ©e^nen. 2)ic SJer-- 
binbungägerabe il^rer SMitten, b. 1^. ber ben ©eignen gugeorbnete 3!)urd^mcffer, trifft 
bie §9perbel iit ben gefuc^ten Serül^rungöpunften. 

©onberfaff ber Söfung (382. 2): 3iel^e brei paralfele ©eignen, fo erhält 
man burd^ freujmeifc SSerbinbung ber ßnbpunfte jmei be^^ro. brei fünfte be§ ben 
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©eignen jugcotbneten 2)urd^mcfferä. 3)icS ift jugleid^ ein cinfad^cS aScrfal^ren, 
bic 2Ritten bet Seltnen ju bcftimmcn. 

384. 4. Slufgabc: Sine Äugcl rul^t auf einer l^orijontalen (Sbene. SBie 
ift ein Sid^t ju ftellen, bamit ber ©d^atten bet Äugel auf biefe ®bene eine ßllipfcr 
Parabel, ^^perbel wirb? 

SCntroort: 3)ie ©ntfetnung beö Sic^tS t)on ber ßbene ift größer, gleid^, 
fleiner afe ber ^urd^meffcr ber Äugel. 

385. ^aS @efamterge6nid ber feitl^erigen ä3etrad^tungen ift fomit 

1. ®er Äreiälegel tann burd^ eine Ebene nur nad^ brei Slrten »on Kurven 
gefc^nittcn werben ober, eä lönnen nur brei 3lrten t)on ebenen Äuroen 
auf ber Äreiäfegelfläd^e gejeidjinet werben. 3)icfe „Äegelfd^nitte" finb je 
nad^ Sage ber @bene: 

a) bie (SBipfe, ©onberfatt ber ÄreiS, 

b) bie 5PorabeI, ©onberfatt bie ©erabe, 

c) bic §9perbel, ©onberfatt baS ©erabenpaar. 

SDlit anbercn 9Borten 

©a^: 3)ie Sß^t^^^PJ^öieftion eineä Äreifeä auf eine @bene ift ein 
Äegelfd^nitt. 

2. 3cber ebene ©d^nitt beS ettiptifd^en, parabolifd^en unb l^ppcrbolifd^cn 
Äegelä ift roieber ein Äegelfd^nitt, ober 

©a^: ^cber Äegelfd^nitt ift bie S^^^^i^^Ip^ojeftion eineä anberen. 

3. SEBirb ber Äegel jum ß^Iinbcr, fo jjeigt fid^: 3ebe ben SKanteHinicn 
nid^t parattcle ®bene fd^neibet ben ettiptifd^en ß^linber nur nad^ @ttipfen, 
ben parabolifd^en nur nad^ Parabeln, ben ^pperbolifdien nur nad^ 
^^perbeln, ober 

3a$: Die ^arattetprojeftion eines Äegelfd^nittS ift ftct§ ein Äcgel^ 
fc^nitt berfelben 2(rt. 

4. ©ämtlid^e Äreiäeigenfd^aften, bic bei centraler ^rojcftion fid^ nid^t änbem, 
bcl^altcn ©eltung für bie Äcgelfd^nittc, fo tn§befonbcre : 

®ic Äegclfd^nittc finb bie einzigen ÄurDcn, 

rocld^c üon einer ©craben in i)'66)i an roeld^e oon einem $unft au§ 
ftenS jroci fünften gefd^nitten l|öd^ftenä jroei 3:angcnten gebogen 
werben. werben fönnen. 

Die ^egelfd^nitte l^ei^en bal^er aud^, nad^ ber älnja^I ber 
©c^nittpunfte mit einer ©eraben, 2^angenten oon einem $unft an^, 
Äuroen gweiter Drbnung. ^un)en jwcitcr Äfaffc. 
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^r fämtlid^e ^egelfd^nitte gelten biefelben 
6ä^e über $ol unb polare, 
ferner 

ber Sa^ beö $aäcal: ber ©a^ beS Sriand^on: 

3)ie brei ©d^nittpunlte ber 3)te brei SScrbinbungSgeroben 

®egenfeiten eined Se^nenfed^dedd ber ©egeneden eined Tangenten« 
liegen in einer ®eraben fec^gedä gelten burd^ einen $unlt 

mit il^ren ©onberfällen, roenn 

bie Seltnen ju 93erü^rungggeraben bie @tfen ju Serül^rungdpunften 
werben, werben, 

unb bejüglid^ ber Seftimmungdftütfe 

®a$: ^t\>tx Äegelfd^nitt ift burd^ fünf üoneinanber unabl^ängige 
93ebingungen einbeuttg beftimmt. 



^otgentngen fix bie eBene ^tometxit. 

386. 93i(bet man bie ^egelfd^nitte t)on einem beliebigen $roje!tiondmitte(« 
punit aud auf eine ju einem JtreiSfd^nitt be§ Tegels parallele 93ilbebene ab, fo 
finb bie beiben ^rojeltionen , Äreiö-- unb Äcgelfd^nitt , in ber Silbebene jentroU 
projeftit) aufcinanber bejogen, b. 1^. aud^ in ber @bene gilt ber 

©a^: 3!)ie Äegelfd^nitte ftnb bie gentralprojefti^en Silber beä Äreifeä. 

2)ie ^rojeltion ber Äegelfpi^e giebt ben ^rojeltionSmittelpunft, biejenige 
ber ©d^nittgeroben t)on ^reiS unb Kegelfd^nittSebene im 9taum bie JtoDineationS; 
ad^fe ber Silbebene. 

386 a. 3w jebem ^egelfd^nitt läftt fid^ bal^er in berfelben @bene ein Äreiä 
angeben, beffen jentralprojeltiüeä Silb er ift, unb umgefel^rt lä^t fid^ auä jebem 
ÄreiS burd^ Sc^^t^^^^Iptojeftion (alfo blo^ mit §ilfe beä 
Sineate) ein Äegelfd^nitt berfelben Gbene jeid^ncn, 

©emö^ frül^er finb jentralprojeftice (foUineare) 
Silber einbeutig beftimmt burd^ brei $aare jugeorbneter 
®runbgebilbe (fünfte ober ©crabe). 9Kan erl^ält ba^ 
l^er g. S. : 

a) Die ©Uipfe auö brei enblid^en 5ßunften A', 
B', C, bie brei beliebigen Äreiäpunften A, 

Bf C jwgeorbnet finb. ^ig. 176. 

b) 2)ie Parabel au§ einem enblid^en 5ßunft A' 
unb einem unenblid^ fernen 5ßunft B', j\uj 
georbnct ben enblid^en ÄreiSpunften A unb B. 
S)enn, ba bie ^Tangente im unenblid; fernen 
$unft ber 5ßarabel felbft unenblid^ fem liegt 
unb bal^er bie ^oSineationdad^fe im Unenb-- 



Sig. 176. 
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lid^en trifft, fo ift bie Stid^tung ber burd^ ben Sd^nittpunft oon BA 
unb B' A' gcl^cnbcn 3ld^fc burd^ bic Äreiätangcnte in B beftimmt. Sc- 
beutung ber SRid^tunß OBB'? ?5ig. 177. 




Siö. 178. 




c) 95ic $9pcrbct auä einem enblid^en $unft A' unb jroei uncnblid^ fernen 
fünften B' unb C, jugeorbnet ben enblid^en ÄrciSpunften A, B, C. 
3)ie 38erbinbungSgeraben BB' unb CC beftimmen ben ^ßrojefttons* 
mittetpunft 0. ^a bie SSerbinbungägerabe B'C ber beiben unenblic^ 
fernen ^pperbelpunfte felbft im Unenbli^en liegt, f o läuft bie Äottineations^ 
ad^fe, beftimmt burd^ bie Sd^nittpunfte »on AC mit A'C'IJOC unb 
AB mit A'B' II OB, ber biefer unenblid^ fernen §9perbelfel^ne jugeorb^ 
neten ÄreiSfel^ne B C parallel (geometrifd^er Semeiö?). 3)ic ben Äreiö^ 
tangenten in B unb C ^ugeorbneten ©eraben fmb bie Stfpmptoten. 
178. 



387. 5ßrojijiert man j^niei beliebige Äegelfd^nitte beöfelben Äegels t)on einem 
Beliebigen SKittelpunft au^ auf eine beliebige Silbebene, fo finb bie ^Projeftionen 
in biefer Ebene felbft mieber jentralprojeftiö. Somit gilt aud^ in ber @bene ber 

©a§: S)ie B^ntralprojeftion eineö Äegclfc^nittä ift roieber ein Äegelfc^nitt. 

2Bie ift bie 3worbnung ber ©runbgebilbe ju treffen, um g. S. au§ einer 
Dorliegenben ^^perbel burd^ S^^^^^fp^ojeftion eine Parabel u. f. f. ju erhalten? 

388. Sine beliebige ^arallelprojeftion praeter ebener Schnitte eineä ß^linberö, 
ber einen beliebigen Äegelfd^nitt jur Seitlinie l^at, auf eine Ebene ergiebt in le^terer 
jmei felbft mieber parattelprojeftioe Äegclfc^nitte berfelben 9lrt mie bie Seitfuroe. 
©omit gilt anc!^ in ber Ebene ber 

Sa^: Die ^araHelprojeftion eines Segclfd^nittä ift ein Äegelfc^nitt ber- 
felben 2lrt. 
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389. 3!)ic t)on eifipfc, Parabel, ^ppcrbcl burd^ Umbrcl^ung um eine 
^auptad^fc als fcfte 3)rc^aci^fc bcfd^ricbencn Umbrc^un9S:(3lotationä'-)Päc^cn finb 

a) baS StotationSeEipfoib, 

b) baä SRotattonSpataboIoib, 

c) baä cinmantcligc Sfotationäl^pperboloib, 

d) bad jTDeimantelige 9lotatton§^9petboIotb, 

baä cinmanteligc, roenn bic imaginäre, baä jmcimantclige, menn bic recttc Sld^fc 
ber ^pperbel 5Dtcl^ad^fe ift. 

$4iti«9et9&tfitif)re. 

390. Scbc @bcnc burc^ bie ©tcl^ad^fc fd^ncibet naö) bcm crjeugcnbcn Äcgcl« 
fd^nitt, jcbc jur 3lcl^fc fcnfrcd>tc 6bcne naö) einem 5ßatattelfrciä. 3lIIe anbeten 
Gbenen fc^neiben 

bad StotationSeQipfotb nad^ Sdipfen; 

baä Stotationäparaboloib nad^ (Sffipfcn, nad^ 5ßarabeln, menn bie Schnitts 

ebene pataKel ber 95rel^ad^fe; 
baS ein- unb jmeimantelige 9totationS()t|petboloib nad^ einem j{ege(fd^nitt 

berfctben 2lrt, mit berjenige, nad^ melc^em ber t)on ben aif^mptoten 

befd^riebcne Slf^mptotenfegel gefd^nitten wirb. 

3!)er Slfpmptotenlegel berül^rt baä ^^perboloib im Unenblid^en. 

391. 3)er Segriff beä 93erül^renä fd^He^t fotgenben attgemeinen ®a^ in fid^. 

Sa^: S3erül)ren fid^ groei beliebige ^läd^en in einzelnen fünften ober längs 
geroiffer Sinien, fo er^jeugt jebe Sd^nittebene ber ^läd^en burd^ einen ber SJe^ 
rül^rungSpunlte jroei Äun)en, bie fid^ in jenem 5ßunfte berül^ren. 

3QBirb bie eine ^läd^e jur (ihem, fo lautet ber 

®a^: ®ie S3erül^rungSebene an eine ^läc^e mirb t)on aKen burd^ ben Se« 
rül^TungSpunlt gelegten @d^nittebenen ber ^läd^e nad^ @eraben gefd^nitten, meldte 
S^attgcnten an bie jemeiligen ®d^nittfurt)en ber ^läd^e finb. 

Unter meldten S3ebingungen wirb eine (Serabc eine ^läd^e berühren? 

392. 3ft inSbefonbere bie berül^rte ^läd^e eine Umbrc^ungSfläd^e, fo finb 
groei auSgejeid^nete th^m Äurt)cn burd^ jeben ^unft berfelben befannt: 

a) ber ei^eugenbe ^Oteribian als 9(d^fenfd^nitt, 

b) ber ^araffcßreis fenfred^t jur 2(d^fe. ©omit (t)ergl. 239) 

©a$: 2)ie Serü^rungSebene an eine Umbrel^ungSfläd^e fd^neibet bie burd^ 
ben Scrül^rungSpunft gel^enben ßbenen beS 3JleribianS unb beS ^arattclfrcifeS 
nad) bcren 3^angenten, unb ift fomit 33erül^rungScbene beS ÄegelS, ben bie im 

^autthtd, Stereometrie. 13 
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Serül^runggpunft an ben Wettbian gezogene S^angente bei i^ret Umbrel^ung um 
bie 3((i^fe befd^reibt. 

3ft cS möglid^, bie beiben Tangenten an ^Heribian unb ^arattclfrciö ju 
seidenen, fo ift liierburci^ bie Tangentialebene beftimmt. 

393. Slufgabe: ^n einem geg. ^unft eineiS UmbreJ^unggeUipfoibS eine 
93erül^runggebene ^vl legen. 

Söfung: Um einen beliebigen ^unft X auf bem burd^ ben erjcugcnben 
aid^fenfd^nitt CAC'A' geg. Sßipfoib anjugebcn, ift ju betütffid^tigcn, bafe je jroci 

^PataHelf reife äJ^nlid^ liegen. AF 
Siß- 179. fei eine Sc^ne beS von bcr großen 

2l(^fc AO befd^ticbenen ^aupt- 
fpmmetriefd^nittS. S^^^^ huxd) 
einen beliebigen $unft F ber cr^ 
jeugenben (Sllipfc FX |1 AP unb 
FE II AO, fo beftimmt EX || OP 
auf FX einen 5ßunft X bes 
(SllipfoibS; jur $robe fd^neibcn 
ftd^ AF unb PX in einem ^unft 
S ber äc^fe C C\ 2)ie in F an bie 
erjeugenbe @llipfc gelegte 3^angcnte 
trifft bie 9td)fe in M unb beftimmt 
MX al§ Tangente be§ burd^ X 
ge^enben SDleribianS CXC; jiel^t 
man ba^er XY parallel ber in P an ben fireiä ABA'B' gelegten 2^angcnte^ 
fo ift (MXY) bie gefuc^te Serü^rungSebene. 




5)as einmanfefi^e ^mbxe^un^^^xfpcxdoMb. 

394. SBegen geroiffer Sej^iel^ungen ju Äegel unb ß^linber fei ba§ ein^ 
manteligc Umbrel^ungöl^^perboloib im folgcnben etmaä nä^er bctrad^tet. 

3Kit raac^fenber Entfernung Dom SKittelpunft näl^ern fid^ bie lonjentrifc^en 
^arallelfreife beö ^^perboloibä unb 3lfpmptotenfegelS, raeldde burd^ bie jur Sld^fe 
fenfred^ten ßbenen auögefc^nitten werben, mel^r unb mel^r; in unenblid^er Gnt- 
fernung fallen fie gufammen, b. 1^. 

Sa^: §^perbolotb unb Slf^mptotenfegel berül^rcn fid^ nac^ bem unenWid^ 
fernen ^araUelfreiö. 

"^axaSttfd^uitte }tit Jid^fe. 

395. 3ebe gur Sld^fe parallele ßbene (in nebenfte^enber ^igur ber Ginfad^- 
l^eit l^alber fenfred^t jur ßbcne be§ $apier§) fd^neibet ben Slf^mptotenlegel nac^ 
ber lu ben 3ld!)fcn EE' unb EE' fpmmetrifc^en ^^pcrbel GEG' — KE'K', bae 
^pperboloib nad) einer jmeiäftigen, ^u benfelben ©eraben fpmmetrifd^en Stuxvt 
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PEJ — F' E' J', bie fit^ na4) bem übet bie lonäenttifc&en ^araCeltreife ©efagten 
in i^rem gangen ©erlauf ber ^^peröel GRG' ftetig nähert bi« ju ben ©dmitt: 
punhen mit bem unenblic^ fernen !ßataUeIftei^, ber ^eiü^ningdlinie bei $9pevs 
boloüt' unb Mf^mptotenleflelflat^e. 3n bicfen ^unlten ^aben fomit beibe Äureen 
gemeinf(^aftlt(^e S^ngenten, b. ff. bie ätf^mptoten ber ^^petbel finb jugleid^ 





3(fQmptoten ber ©c^nittfuroe be» ^^perboloibiä , unb ba raegen i^rer fteten 9tn< 
nä^etung an bie ^pexbel biefe Si^nitttiinie im allgemeinen pon einer ©eraben 
ibrer @bene aui^ nut in ebenfouiel fünften gef^nitten merben lann rcie bie 
09perbel, b. f). in nic^t me^r als jroei, fo folgt, ba^ biefe ©c^nitttume [elbp eine 
^urne jnKiter Drbnung mit j^mei ^If^mptoten, b. ^. eine ^^peibel ift. @omit 

©ag: Stile jur 3((bfe paraHeten ebenen St^nitte beä ^gperboloibS finb 
^9petbeln. 

"pas (iRnanfefige ^inbreQtingsQi^p(tB«roib eine ^egeCftitcQe. 

396, 9Birb bie jut 3Icf)fe poraßele Gbene gur SBerü^ningäebene beS §t)per= 
boloibd, fo fallen beibe Streitet £E' bei <Scbnitt^^pctbeI mit bem ^eiü^rungä: 
punft A jufammen, b, ^. bie §tipetbel jerfäHt in bie beiben gut Scbeiteltongentc 
AH bei ei^eugenben ^qperbel f^mmetrifc^en @erabenAX nnb AY, meiere für 
bie gugleic^ ei^eugle Sd^nitt^^peibel (VMU) be:S 'Jtf^mptotenfegelä Slf^miJtoten 
fmb. 3Ran fagt: „3)ie ^gperbel jerfäMt in eine Jioppelgerabe." 

^a jeber 9li^fenfi$nitt burc^ ^re^ung in bie Gbene bei $apierä gebracht 
merben fann, obige Setrai^tung alfo für [eben ^untt beä öauptporaffeltreifeä 
ABA'B' gilt, fo folgt 

®a^: ^aS einmantelige Umbre^ungS^i^perboloib ift eine Umbrebung^: 
regelfläc^e. 

©a^: 35tebt fitb bie eine (AX) oon äroei luinbfcftiefen ©einben um bie 
onbeie (OQ) al§ fefte ai(^fe, fo ba^ bet iffiintel beiber ©etaben (<i:HAU) unb 
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i^rc füqeftc ©ntfemung (AO) ftd^ nid^t änbctn, fo et^ieußt fte bic gläc^c eines 
cinmanteliöen Umbtel^ungäl^^perboloibö. 3)ic fürjcftc gntfcrnung bcfd^rcibt l^icrbci 
bcn fleinften ober ©auptpataHelfreiä unb bic burc^ 3lci^fe unb fürjefte ©ntfemung 
gelegte @bene fd^neibet bie gläd^e nac^ berjenigen ^^pcrbel, burc^ beten Unt: 
brel^ung bie J^Iäd^e ebenfalls erjeugt würbe. 

397. atlgebraifd^er »eroeiä biefeä Sa^eö : gig. 181. 

Q fei bie äd^fc, AP bie erj^eugenbe, <i:APF = <^£^ jPr 

bie SReigung beiber unb O A = r il^re lürjefte ®ntfemung. j\ 
P fei ber ©d^nittpunft ber ©rjeugenben mit einem Sld^fenf(^nitt ö 

unb AP' bie 5ßrojeftion t)on AP auf bie »on A befd^riebene ^ \ 
^auptparaßelfreiäebene, bann ift gbenc (PAP') JLOA, bal^er j \ 
F A J_ OA, b. 1^. P' A 2^angente an ben oon A bef(^riebenen i \^ 

Äreiä. %ixx bic »bftänbe PQ = x unb PP' = y beä $unftö i> <T^ 
P t)on bcn ju cinanber fenfred^ten Steffen OQ unb OP' beS ^^^ 

Sld^fenfd^nittä (POQ) ergiebt fid^ l^iemad^ aus 

x« = r' + P'A* unb "pÄ ~ ^ 

roobei k = ctga ein fonftanter ^roportionalitätäfaltor, burd^ Elimination t?on 
P'A bic SSejie^ung 

ober x^ y' _ 

b. \). bie aibftänbc aller fünfte P, in roeld^en bie ®rjcugenbe bei il^rer ©rel^ung 
ben 3lc^fenfd^nitt (PQO) trifft, genügen ber ©leid^ung einer §9perbel, beten 
§albad^fen r unb k . r finb (ücrgl. 369), ober 

@a^: 3)er 3(d^fenfd^nitt bed cinmanteligen Slotationsl^^perboIoibS ift eine 
$t)perbel. 3)ic lürjeftc ©ntfemung unb ber SEinfcI ber ®rjeugenben unb ber 
3!)rel^ad^fe geben bie gro^c §albad^fc unb bie 5Reigung ber Stf^mptoten gegen bie 
ficine 3ld^fe ber §9perbe(. 

398. Statt ber (Sr^eugenben AX (oergl. ^ig. 180), befd^reibt ebenfo bie 
ju i^r begüglid; beS Std^fenfd^nittä (AOQ) f^mmetrifd^e AY bie gläd^e beS §9per= 
bofoibs. ©ämtlid^e Sagen einer unb berfelben ©rgeugenben pnb roinbfd^ief, bie 
^läd^e ift bal^er nic^t abroidfclbar; bagegen folgt, ba jebe ©rjeugenbe bie gläc^e 
in il^rer ganzen äuSbel^nung oon einem unenblid^ fernen ßnbe bis jum anbcren 
in gmei §älften teilt, baj jebe Sage ber einen ©rjeugenben t)on fämtlid^en Sagen 
ber anberen getroffen wirb. 95al^er 

®a^: 2luf ber burd^ ©rel^ung einer ^^perbel erjeugten %lä(i)t beS ein- 
manteligen Umbrcl^ungSl^^perboloibS laffen ftd^ groei Sd^aren oon unenblid^ fielen 
©eraben jie^en, bie fämtlid^ gegen bie 5ßaralIelfreiSebenen gleid^ geneigt finb. ®ie 
berfelben ©d^ar ange^örigen ©eraben fd^neiben fid^ nid^t; jebe ©erabe ber einen 
©d^ar bagegen mirb t)on allen ©eraben ber anberen ©d^ar gefd^nitten. 



UmbreJ^unggfCäd^en. 197 

399. 2)a fomtt burd; jebcn $unft be§ ^^perboloibs jwei (Serabc bcr 
gläd^e gebogen werben fönnen, gemäj5 frül^erem aber fämtlid^e burd^ ben SSerül^« 
rungöpunft einer Sbene mit einer ^läd^e gelegte ©d^nittebenen bie S5erül^rung§^ 
ebene nac!^ 2^angenten an bie mit ber ^läd^e erzeugten ©d^nittfuruen treffen, le^tere 
aber in t)orliegenbem %aü ju Oeraben werben, fo folgt 

©a^: ®ie Serül^rungSebene in einem beliebigen ^unft beS einmanteligen 
llmbre^ungSl^9perboIoibg ift bie (^btrxt ber beiben erjeugenben (Seraben, bie fid^ 
in biefem fünfte treffen. Dber: 2)ie S5erül^rung§e6ene beä einmanteligen Um? 
brci^ungäl^pperboloibs berührt (fd^neibet) biefe ^läd^e nad^ jmei (Seraben, beren 
Sc^nittpunft ber Serül^rungSpunft ift. 

^age: 2öie fd^neiben bie Serül^rungSebenen beS aif^mptotenfegefö ba§ 
§9pcr6oIoib? 

400. Slufgabe: ®urd^ einen beliebigen ^unft P eineä burd^ feine 3ld^fe 
unb eine beliebige ®r§eugenbe geg. Umbrei^ungäl^^perboloibä bie beiben erjeugenben 
(Scraben ju jiel^en, ober: ^m $unft P biefer ^läd^e bie Serül^rungäebene ju legen. 

Söfung. 2)ie 2lufgabe ift auf folgenbe jurüdEjuf ül^ren : ®urd^ einen geg. 
^Punft eine ®erabe ju jiel^en, bie mit einer geg. (Seraben einen geg. SEBinfel bilbet 
unb von i^reine geg. fürjefte ©ntfernung l|at. 2)ie geg. Oerabe ift bie Sld^fe, 
ber SBinfel unb bie fürjefte (Entfernung ber 2ld^fe unb ber geg. (Srjeugenben finb 
bie weiteren geg. ©tüdfe. 

2)ie Sofung erfolgt mittels beS um bie 2ld^fe mit ber geg. fürjeften ®nts 
fernung als ^albmeffer befd^riebenen ÄreiSc^linberS (innerer Serül^rungSc^linber 
beS §9perboloibS). Sege t)on P auS an biefen Gplinber bie beiben Serül^rungSs 
ebenen, bie fid^ nad^ einer jur Std^fe parallelen ©eraben fd^neiben, unb trage an 
biefe in P ben geg. Söinfel an. 3lur biejenigen jwei (Seraben ber t)ier Söfungen 
finb braud^bar, weld^e ben von ber fürjeften (Entfernung ber beiben geg. Söinb^ 
fd^iefcn bei ber ®rel^ung befd^riebenen §<^wptparallelfreis treffen. 

401. SllS ©onberfall beS in 895) Utxaä)Uten ©c^nitts FOF' folgt, ba^ 
bie (Erjeugenben AX unb AY, naä) benen baS ^perboloib oon ber in A ju 
(FOFO parallelen S^angentialebene gefd^nitten wirb, bie Slf^mptoten ber ©d^nit* 
^pperbel UMV beä aif^mptotenfegelS finb. 9lun ift aber bie 3ld^fenfd^nittebene 
(POP') beS ÄegelS parallel ber (Ebene ber ^pperbel UMV, bal^er, oergl. and) 
bie Setrad^tung 364), AX||OP b. 1^. bie Erjeugenben beS ^^perboloibs finb 
parallel benen beS 2lfpmptotenfegelS, ober 

©a$: §9perboloib, als Slegelfläd^e betrad^tet, unb Slf^mptotenfegel l^aben 
benfelben erjeugenben Söinfel. 

^eßeSige etene ^^nitU bes S^tfvexMoib$. 

402. 2)ie Kenntnis ber beiben ® erabenf d^aren beS einmanteligen Umbrel^ungSs 
^9perboloibS ermöglid)t eS, auf biefer Släd)e, genau nad^ bemfelben SSerfal^ren wit 
beim Äegel, als einjig möglid^e ebene ©d^nitte bie Äegelfd^nitte nad^juweifen. 



198 



Umbre^ungdfl&(^en. 



8ri9- 182. 3ft 2 eine ßbene, bie ben Sff^mptotenfegel nac^ 

einer SUipfe fc^neibet, fo xodl/it man lieber ben ^u ^ 
fenlred^ten Jld^fenfc^nitt f\ur ä^^wungäebenc. ®ann 
laffen fic^ jroci 2)anbelinf(|c 35erül^rungSfugcIn ein- 
fenfen, roeld^e 2 in ben 5ßunften F unb T, baS ^^per^ 
boloib nad^ ben 5ßaraffelfreifen CD unb EG unb fomit 
aud^ fämtlic^e Srjeugenbe in beren 6d^nittpun!ten mit 
jenen 5ßaraDeIIreifen betüi^ren. Setrad^tet man bal^er 
bie IM untcrfud^enbe Sd^nittfurtje alä ©d^nitt fämtlid^er 
ßrjeugenben mit 2, fo folgt %, 35. für ben ©d^nitt- 
punft X biefer Gbene unb bcr ßrjeugenbcn AB 

XF = XA 

unb XF = XB 

fomit xr + xr' = AB = fonftanö 

b. 1^. bie ©d^nittfuroe ift eine ©Bipfe (oergl. 262). 

©e$t man biefe 93etrad^tungen fort, fc^neibet a(fo baä ^pperboloib burd^ 
eine @bene parallel einer Serül^rungdebene be3 Stf^mptotenfegeld, l^ierauf burd^ 
eine @bene, bie ben ^(f^mptotenfegel nac^ einer ^^perbel ober ^oppelgeraben 

trifft, fo folgt 

• 

@a$: ^ie Aegelfc^nitte finb bie einzigen ebenen ^uroen, bie auf ber 
l^läd^e bed einmanteligen Umbrei^ungd^^perboloibd gejeid^net merben fönnen. 




gig. 183. 



pus <$9|Per(ofoU ufo Igletetgaiig }iiiifil^ett ^^(ittker unk <ftege(. 

403. SSegrengt man bad einmantelige Umbrei^unggl^^perboloib burd^ gmei 
jum ^auptparaffels ober ©ürtellreiä f^mmetrif d^e ^araffelfreiSebenen , fo crgiebt 

fid^ eine einfädle 3ci^"w^9 "^^^ §pperboIoibd aU 
Stegelfläc^e mie folgt: 

2^eile groei ju einer Sld^fe, alä Xräger ber 
SJfittelpunfte, fenf redete SreiSumfänge oom felben 
§albmeffer in biefelbe größere änjal^l gleid^er Xeile, 
etma 48 ober 64. SSejeid^ne biefe 2^eilpunfte in jebem 
ber beiben Äreife oon irgenb einem beliebigen ^untt 
au§ mit fortlaufenber ^oü/i unb oerbinbe bie mit 
gleid^er ^cAU bejeid^neten 2^eilpunlte. SBerben bie 
2^eilpunfte beiber Äreife fo angeorbnet, baj5 gleid^^ 
benannte fenfred^t übereinanber ju Hegen fommen, 
fo finb bie 3SerbinbungSgeraben SJlantellinien tint^ 
S^linberS; ftel^en bie gugeorbneten 2lei(pun!te beiber 
Greife um 180® ooneinanber ah, finb alfo bie (Segen-- 
pun!te paralleler ^reidburd^meffer, fo fc^neiben fid^ 
fämtlid^e 3Serbinbung8geraben im SWittelpunft ber 
3ld^fe unb eä entftel^t ein 35oppeHegeI. 
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404. fertigt man bcmgemä^ mittels praeter, fenfrcd^t auf einer 3lc^fe 
auffi^enber ÄreiSfd^eiben eine fenfrcd^te Äreiäc^Iinberflod^e , inbem man fenfred^t 
übcreinanber liegenbe, in gleid^en 3tbftänben ongebrad^te SJurd^löd^erungen bet 
beiben, in ben ©d^eiben um beten 5KitteIpunfte mit benfelben §albmeffern (etroaS 
Keiner al§ ber §albmeffer ber Sd^eibe) befd^riebenen Äreife burd^ elaftifd^e §äben 
»crbinbet, fo gel^t biefer ßplinber burd^ l^orijontale 2)rel^ung ber oberen ©c^eibe 
in ein einmanteligeä Umbrel^ungäl^^perboloib über. ®in jroeiteä, biefem gleid^eS, 
mit ber anberen ©d^ar ber ®rj\eugenben erl^ält man burd^ biefelbe 2)rel^ung im 
entgegengefe^ten ©inn. 2)rel^t man um 180°, fo entftel^t ein 2)oppeIfegel. 

2)aS einmantelige Umbrel^ungSi^^perboIoib nimmt alfo eine ßwifc^^^^^f^^ffung 
ein 5n)ifd^en S^linber unb ^egel. @§ ift bie aKgemeinfte Umbrel^unggfläd^e, bie 
iurd^ Stellung einer ®eraben um eine anbete roinbfd^iefe erzeugt wirb. Äegel 
unb ß^Knber entftel^en als ©onberfätte beS §9perboloibS, fobalb 6rjeugenbe unb 
3td^fe fid^ fd^neiben, entroeber im ßnblid^en 
ohtx Unenblid^en. ^^ö- 184. 

405. Söetben bie beiben burd^Iöd^er^ 
ien Greife unenblid^ gtofe, b. ^. ju jroei 
roinbfd^iefen ©eraben, ouf benen gleid^e ©tüdfe 
abgetragen finb, fo erzeugen bie SSerbinbungSs 
geraben aufeinanber folgenber Xeitpunfte 
beiber ©eraben eine ^läd^e, bie als l^pper^ 
bolifd^eS ^araboloib bejeid^net wirb 
(W 184). 




406. 2)ie Äugelfläd^e ift nid^t abroidfelbar. 5Wan lennt bol^er fein roitf^ 
Ii(^ in aSen teilen getteueS ebenes Silb bet fiuge(f(öd^e, obrooi^I bie JtenntniS 
eines fo(d^n inSbefonbere für bie ®rboberfIäd^e ober einjelner 2^eile betfelben 
SebütfniS ift. 

Um tro^ ber Unmöglid^feit ber 3Cbn)idfe(ung ebene äSilber ber Itugelfläd^e 
3u erl^alten, roeld^e bie auf biefer %lä(i)t beftel^enben geometrifc^en Sejiel^ungen, 
roenn aud^ nur bis ju einem geroiffen ©rab, getreu roiebergeben, l^at mon ben 
äuSroeg gefunben, 

1. bie fiugelfläd^e mittels ^erfpeftioe unmittelbar auf bie &htm ab^ubilben. 
2)ie befannteften Slbbilbungen biefer 3trt finb 

a) bie ftereograpl^ifd^e ä(bbi(bung, 

b) bie ortl^ograpl^ifd^e 3tbbi[bung, 

c) bie gnomonifd^e 3lbbi[bung. 

2. bie Äugelfläd^e auf eine abroidfelbare %läi)^ (ß^Iinber unb Äegelfläd^e) 
ab^iubilben, bie fid^ ber ^ugelfläd^e möglid^ft anfd^miegt, unb bie 9(b' 
midfelung in bie ßbene auszuführen, ^ier^et gel^ört 
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d) bie !Dlet!atorprojettion, 

e) bie Kegelptojeftion. 

Die fo etl^altenen 9(56i[bungen ftnb 

a) lonform ober roinleltreu, b. f). bie ebene 2lbbUbung ift bcm ab* 
gebilbeten %til bet ^ugelfläd^e in ben fleinften Steilen äl^nlic^ 
(242), 

/9) äquivalent, b. f). fläc^engleic^e £eile ber ^ugelfläd^e jtnb aud^ in 
bet älbbilbung flöd^engleic^. 

y) für beftimmte ^rotit ber ©d^iffai^rt u. f. f. jugerid^tet. 

9ie flereogruyl^ifil^e JtBtUkmig. 

Srfunben tM)n ^xppaxä) 150 vox (Ef)x., befannt gemad^t t)on 5pto(emäu^ 
150 nad^ 6^r, 

407. Die Äugelfläd^e wirb Don irgenb einem i^rer fünfte auä jentrals 
perfpeftit) auf bie biefem $unlt, bcm fogen. 5ßrojeftionSmitteIpun!t ober 2lugs 
punit, als $ol jugel^örige ©rofefreiSebene abgebilbct. DiefeS SSerfal^ren ift 6c- 
fonberS geeignet, $a[bfuge(n abjubilben. 9(ber nur biejenige $a(b{ugel, wtld)t 
auf ber bcm Slugpunft abgeroanbten ©eite ber SSilbebene liegt, liefert eine enb? 
lid^e unb überfid^tlid^e SlBbilbung, bieienige bagegen, roeld^er ber Slugpunft als 
$ot angel^ört, erfd^eint Dcruerrt. Der ©ro^reiä K ber SBilbebene, ber fid^ in 
fid^ felbft abbilbet, trennt bie Silber beiber J^alblugeln. Daä SSilb ber jcnfeitigen 
§alblugel föHt inS ^^w^te, baS ber bieäfeitigen aufeerl^alb t)on K. ©ömtlid^e 
ju K parallelen Äugellreife bilben fid^ ah als fonjentrifd^e Äreife ju K. 316er 
wä^renb bie bcm ^ol ju rüdfenben ^arallelfreife ber jenfeitigen §al6fugcl jtc^ 
aud^ im SSilb entfpred^enb oerengern unb ber jenfeitige ^ol felbft fid^ in ben 
5Wittclpunft Don K a66ilbet, erweitern fid^ bie ÄreiSbilber ber bem 3lugpun!t jtc^ 
näl^ernben ^araHelfreife ber bieSfeitigen §al6Iugel immer mel^r, baS 33ilb beS 
3lugpunftä felbft fällt in§ Unenblid^e: 3lur bie 3l66ilbung ber jenfeitigen J^b* 
lugel ift 6raud^bar. 

6tatt ber @ro^!rei3c6ene K VDal)lt man l^äufig aud^ bie ^u il^r parallele 
Serül^rungäebcne im Oegenpunft beS SlugpunftS üur SSilbebcne. Dann bilbct 
fid^ K fd^on alä ÄreiS Don boppeltem §albmeffer a6, fo ba^ aud^ in biefem fjatt 
nur bie 3l66ilbung ber bem 2lugpunft angcl^örigen $al6fugel Ue6erfid^tlid^s 
feit 6ietct. 

Silbet man bal^cr einen 3^eil ber Äugelfläd^e ftercograpl^ifd^ ah, fo wö^lt 
man ben ©cgcnpunft beS 5KittelpunftS biefeS ^läd^enteite jum Slugpunft. 

3e nad^bem ber Slugpunft ein $ol, ein $unft beS SlequatorS ober ein 
6elie6iger 5ßunft ber (Srbfugelfläd^e ift, l^eifet bie Sl66ilbung ftereograpl^ifd^^polar, 
säquatoreal, sj^origontal , festere SScjcid^nung baoon l^errül^renb , baj5 bie Sc* 
rül^runggebene an bie Äugel in bemjcnigcn Srbort, ber ber 5Wittelpunft ber 
Sl66ilbung werben foU, ben ^orijont biefeS ®rbortS barftellt unb entmeber felbft 
93ilbe6ene ift ober ber burd^ ben Äugelmittelpunft gelegten 33ilbe6ene parallel ge^t. 
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408. 2)ic J^aupteigenfd^aftcn ber ftercograpl^if(|cn ^rojeftion finb: 

1. STIIe Äugelfrctfe, beten ßbenen burd^ bcn Slugpunft gelten, bilben fid^ 
ab als @etabe. 

2. aide fiugelfteife, beten @benen nid^t butd^ ben ä(ugpunft gel^eh, Bilben 
)xd) hiebet ab ald Steife. 

3. ^zhtx SBinlel, untet bem \xd) jroei Äutt^en auf bet Äugelfläd^e butd^- 
fc^neiben, bilbet fid^ in walltet ®töj5e ab, b. f^. bie Slbbtlbung tft wxnkU 
tteu (fonfotm). 

409. Seroeis bet etften ©igenfd^aft: 

®aS SSilb beS Äteifeä ift bie ©d^nittgetabe bet ®6ene beSfelben mit bet 
Silbebene. 

410. SSeroeiS bet jroeiten ©igenfd^aft: 

35etbinbe einen beliebigen $unf t P beä Äugelfteif eS P Q R . . . mit bem 

©egenpunft A' be§ äugpunIteS A, fein SSilb P' mit bem Äugelmittelpunft 0^ 

fo ift 

<^APA' = <^AOF = 90o 5ig.l85. 

unb ballet , 

AAPA'o^AAOP' ..<:r:?f^--^ ir 

fomit 



AP AO 



x)bet 

ebenfo 

ballet 



AA' AF 

AP. AF = AO. AA' 
AQ. AQ' = AO. AA' u. f. f. 



AP . AF = AQ . AQ' = . . . ^"it^ 

= AO . AA' = fonftans 

b. f). bet Äugelfteiä unb fein S3ilb liegen auf einet Äugelfläd^e (218), baS S3ilb 
ift fomit bet Schnitt biefet Äugelfläd^e mit bet Silbebene, b. 1^. ein ÄteiS. 2)iefet 
ÄteiS fann alä SBec^felfd^nitt beS ben ÄugelfteiS ptojijietenben Tegels bettad^tet 
roetbcn. 3ebe p il^m patallele &htm fd^neibet ben Äegel roiebet nai) einem. 
Äteiö; bie jroeite ©igenfd^aft bet fteteogtapl^ifd^en 3lbbilbung bleibt alfo aud^ be= 
ftc^en füt ben %aU, ba^ bie Setül^tungSebene im ©egenpunft Silbebene roitb. 

411. 2)ie Sage beS SKittelpunftS bet ÄteiSptojeftion etgiebt fid^ auä bem 

®a| von ß^aSleä: 2)et SKittelpunft bet fteteogtapl^if d^en ^^tojeftion 
eines ÄugelfteifeS ift bie fteteogtap^ifd^e ^tojcftion bet ©pi^e beä Äegelä, meldtet 
bie Äugel nad^ bem ÄugeßtciS bctül^tt.*) 

*) 2Ric^c( S^aSIeS, ^^rofeffor ber 3Watl^ematif an bet Sorbonne in $ariö,. 
geftotbcn 1880. 
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gig. 186. S'^genb eine Ghtn^ iuxd) SA fd^neibe ben 

Äegel noc^ ben aKantellinien SP unb SQ, ben 
ÄugcIIreiä md) bet ©el^ne PQ, fein Silb nac^ 
ber ©el^ne P' Q' unb bie Äugel nad^ bem Äugele 
freiä PQA, ber t)on SP unb SQ in P unb Q 
berührt wirb. 5Dann ift S ^ol t)on P Q unb A 
$oI ber in A gezogenen 2^ongente AT || P'Q', 
bal^er T ?5ol ju AS unb fomit, wenn OQ unb 
P'Q' t)on SA in D unb & getroffen roerben, 
TPDQ Dier i^armonifdjie fünfte, bedgleid^en, 
t)on A ou8 projiziert, ooFS'Q' oier J^armonifd^e fünfte, b. ^. S'F = S'Q'. 
5Der fefte ©d^nittpunlt S' beä ©trollte SA unb ber SilbeSene, bie ftereo^ 
grapl^ifd^e ^rojeftion ber ^egelfpi^e, ift fomit, ba biefe Betrachtung für alle 
burd^ SA gelegten @6enen gilt, ^ittelpunft fämtlid^er ©eignen ber ^reidprojeftion, 
b. f), ber 3RitteIpunft felBft. 

412. Seroeiä ber brüten Gigenfd^aft. 

§ilfsfa^: 2)er ^rojeftionäftral^l nad^ irgenb einem ^unft P ber Äugele 
fläd^e bilbet mit ber SSerül^rungSebene in biefem ^unlt benfelben SBinlel wie 
mit ber Silbebene. 

2)ie OrofefreiSebene burd^ ben ^rojeftionSftral^I AP fielet nämlid^ forool^I 
^ur SSerül^rungäebene in P alö ^ux Sitbebene fenfred^t. Sie fd^neibet bie Se^ 




Sig. 188. 




rül^rungScbene nad^ ber 2^ongente PD an ben erzeugten ©ro^reiö, \)k 8tlb= 
^btnt nad) OD. 2)al^er finb bie fraglid^en 9leigungän)inlel 



fomit 



a = 90— S 
/9 = yz=90—ö 



®ie an beibe S;urr)en ber Äugelfläd^e in beren ©d^nittpunft P gejcid^neten 
3:angenten P E unb P F finb ^ugleid^ 3:angenten ber Äugelflöd^e unb mögen bie 
ju P D unb D f enfred^tc ©d^nittgcrabe D E F ber SertiJ^rungä'- unb ber Silb^ 
ebene in ben fünften E unb F treffen. 2)ann bilbet fic^ <i:EPF, unter bcm 



Tm^i Beibe fiuwen fV"*"«". ol^ -^EP'F ab unb eä tft, ba A PDP' gleii^: 



PE = 

PF = 



FE 
P'F 



fc^enflig, 

APDE ^ A P'DE bal)er 

A PDF ^ A P'DF ba^et 
fomit 

AEPF^AEP'F ba^er -^EPF = <i:EP'P 

3«bed unenbU# tieine unb ba^er im ©lennfaU ebene ^ugelbreied bilbet 

fii$ fomit, ba feine Eintel in vod^xex @irij^e überttagen nietben, alä ein i^m 
ä^nCit^eä ab. 9{un fann jebeä grb|ei:e 3tü(f bei ^ugelflädie auä unenb[i(^ vielen, 
unenblic^ fleinen ^ugelbreiecten jufamntencie(e^t gebadpt raerben; ba^ei folgt, ba^ 
Quc^ bie 3Ibbilbung grügeter Zexlt bev ^ugetfläi^e eine fonfonne ift. 



5ifl. 189. 



413. Sei bei älbbilbung beT ßrboberfläd^e ^nbelt eä fii^ voi aKent um 
baä oon 3}ieiibianen unb ^reitenfieifen gebilbete Olrabnet^. 

ätugpunft ift ber $ol unb 9t[bebene bie biefent $i>( juge^bnge ^equatotebene. 

^te ^eribiane Silben fid) ab als ätequatot^lbmeffei, beten Eintel gleid) 
ben Sängengraben finb, bie ©reitenheife alä lonnentrifiiie Steife jum 3(equatot. 

Um j. S. biejenigen IDietibiane abjubilben, 
beten Söngenuntetfi^ieb 15° = 1 ©tunbe 3eituntet= 
fd|ieb betrügt, befc^ieibe man mit beliebigem .^alb: 
meffer OA — r einen Äreiä, bet ben SIequatot 
Oatfteat. 3:etle biefen in -jr- = 24 3:eile unb 
|ie^e bie Stabten. Setiaditet man biefen £teiä 
einen 3(ugenbCicf ald IDIettbian, fo beftimmen bie 
Stta^Ien vom 3(ugpunft A na^ ben 3:ei[|)un{ten 
I, II, III. .. auf ber Sitbrtene BC, bie f)\ex 
a[ä ©etabe erf<^eint, bie ^olbmeffet Ol, OII, 
O Iir ... bet fiteife, alä welche fi»^ bie ©teilen^ 
fteife untet 15», 30", 45*,.. obbilben. 9Kan 

^at je^t nur noü) bie Silbebene um ben ^uti^meffer B G in bte @bene beä 
ißapieri ju biegen, b. ^. um O mil jenen ^albmeffern bie fonjenttifd^en Äteife 
gu befi^teiben. 




413 a. 2)et §albmeffer P' beä Silbeä eines ©teitentreifeä untet q 
tedinet fidp auä A AOF. $ier ift 

< OAP' = ^ <t POM = ^ (90 - ,f) = 45 - '^ 
ba^et 

0F = .g(4,-,-t)-' 



6e. 



414, ^ec älugpunft A ift ein $untt beä älequatord; bie Silbebene tft ber 

gum Slugpunft aU Üßol ge^Ürige Snettbian. ^g. 190. 

3ei4ne mit beliebigem ^olbmeffer OA = r beti SegteniungSmeribian ber 
Sitbebene. Sler ^orijontate ^uittimeKer B C be8jel6en ift boä 8ilb beö 'SltcpiototS, 
ber tierttfüle NS baä Silb bes jut Silbebene f£ntre(^ten SJIittetmevibianS. 
N unb S fmb bie ^oie. 3:eile ben SegrenjungBineribian roieber in 24 gleiche 
XtiU. ^ie 99ieitenftetfe bilben fit^ ab alä Jtieigbögen butc^ je jioei biefei S^eil- 
punite, bie ju N S f^mmetrifc^ liegen, fo ge^t j. 9. ba§ Silb be§ Sreltentreifeä 

5is- 191. 




75 * bur<^ bie ^untte V unb VII. 93ettat^tet man ben anfangt gejei^neten 
Äreiä einen älugenbüd alä tOIittelmeribian , baburd^i bafe man NBS um NS 
nad) NA' 8 bre^t, fo fommt Vna<i) F unb A V beftimmi auf NS einen btitten 
^unlt F bee Silbs biefeS Sreitenlteifeä. Uebertegt man, ba& gema^ ber britten 
@jgenf(i^aft biefet Sxäi au^i im 3(bbilb Mittel' unb ^egrenjungämeribian fenf^ 
rec^t ft^neibet, fo ergiebt fid) folgenbe einfalle Bti'^i'ung ber ftereograpl^tfd^en 
Silber ber Sreitentreife : 

3ie^£ in ben 3^eilpuntten beä Segrenjungämeribinnä an Ie|teren bie 
Tangenten biö jum ©cl)nitt mit ber M^fe N S unb bef^rei&e mit biefen S^ongenten^ 
abfcfenitten Äreife. 9I[ä ^tiä)enptob«' ge^en biefefben burtf» biejenigen 5punfte 
auf NS, in roeli^e fidi non A auS bie ^etlpunfte beS Segrengungämeribianl 
obbifben (?fig. 191). 

415. ®ie Slteribiane btiben fid) ab olä Hretfe burcfi bie $ole N unb S. 
^enft man fii^ ben S(e(|ualot um BC in bie ßbene beS Segtenjungämeribianä 
gebrefit, fo bog ber äugpunft A mit S unb bie um 15" abfte^enben 3^eil' 
pnnite 1, 2, 3 , . . bea äequatorS mit ben entfprec^enben Xeilpunften beä 9e- 
gtenjungämeribion« äufammenfaffen, fo beflimmen bie »on S nacj) I, II, III . . . 
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gezogenen @tral^(en auf £C biejentgen fünfte, in tt)dd)t fid^ bie Sd^nittpunfte 
bcr 3Dlcribianc unb beä äcquatorä abbilben. 35oä Äreiäbilb jebcS 3DlcribianS ift 
fomtt burd^ bic fünfte N unb S unb bcn jeweiligen britten ^unft G auf BC 
einbeutig beftimmt. SSctüdfid^tigt man roieber baS ®efe| ber 3Binfeltreuc, fo 
folgt, ba^ bie in S an bie SCbbilbungen ber 5Weribiane gezogenen 3^angenten mit bet 
im felben ^unft an ben Segrenjungömeribian gejogenen 2^angentc bie SBinfel 15 ", 
30 ® . . . bilben. SSegen ber fenf redeten Sage von $a[bmeffer unb 3^angente 
fd^Iicfeen fomit aud^ bie nad^ S gejogenen §aI6meffer ber Slbbilbungen mit bem 
Öalbmeffer S beS S5egren||ung8meribianä biefe SEBinlel ein, unb ba bie ju biefen 
^ßeripl^erieminfeln gel^örigen S^^triminfel burd^ bie abmed^felnben 2^eilpunlte IV, 
II, C, XXII, XX beftimmt finb, fo ftnb bie burd^ B C auf ben ©tral^Ien oon S 
nad^ biefen J^eilpunften obgefd^nittenen ©trerfen ol^ne weiteres bie gefud^ten 
^albmeffer ber Slbbilbungen. 2)al^er folgenbe einfädle Segnung ber SKeribiane: 
Sefd^reibe um bie fünfte, in meldten bie oom $oI S nod^ ben geraben 
3^eilpunlten beS SSegrenjungSmeribianS gejogenen ©tral^Ien ben 3lequator BC 
treffen, Äreife burd^ bie beiben ^ole (^ig. 191). 

416. 3ft <^ OS JJ= A ber Söinfel eineä abgebilbeten 3Reribian§ SGjqN 
mit bem S5egrenjung§meribian SBN (falls Unterer ber 3?uIImeribian, ift X bie 
geograpl^ifd^e Sönge), fo bered^net fid^ ber ^albmeffer SG2 biefeä 5WeribianbiIbö, 
rocnn G2 ber Sd^nittpunft oon Sil mit BC, aus A SOG2 ju 



(> = 



cos A 



9ir oxtl^oixapl^if^e Jt00i(6itttg. 

417. ©ie ift ein ©onberfaH ber ftereograp^i= 
fd^en Slbbilbung. 2)er ^rojeftionSmittelpunft liegt 
im Unenblid^en, SSilbebene ift bie ju ben ^rojeftionS^ 
ftral^Ien fenfred^te OrofefreiSebene. %i%, 192. 

Die ortl^ograpl^ifd^e ^olarprojeftion ift bie 
fenfred^te §orijonta[projeftion ber 6rblugel auf ben 
Stequator. 2)ie SSreitenfreife bilben fid^ in realerer 
®rö§e ab als lonjentrifc^e Greife, ber SJlittelpunft 
ber Slbbilbung ift baS SSilb ber $oIe unb bic SJurd^- 
mcffer finb bie Silber ber SJferibiane. 

3)ie ort^ograpl^ifd^e 3lequatoreaIproieftion ift 
bie fenfred^te SJertifoIprojeftion auf irgenb einen als 
geid^nungSebene geroäl^Iten 3Jleribian, ber fomit in 
roal^rer ®rö^e erfd^eint. 2)ie 33reitenfreife bilben 
fid^ ab oIS l^orijontale ^arattelfel^nen oon ber ®rö^e 
bcS jemeiKgen SreitenfreiSburrf)mefferS. Der Slequa- 
tor fclbft ift ber l^orijontale Durd^meffer. Der oertüale 
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Durd^mcffcr tft baS 35ilb beS jur ä^^wwngöcbenc fenfrcd^ten 3Reribian§, bc^ 
fogen. SRittelmeribiand. 3)a bte ^eribtane burd^ fd^tefe Areidc^linber abgebilbet 
werben, bte jur 3^^nwng8ebene fenfred^t [teilen, fo ftnb i§re Silber ©ttipfen, 
bie bcn Dertifalcn Durd^meffer beS UmriffeS jur gemeinfd^oftlid^en großen älc^fe 
l^abcn. Die Silber beS Utnriffcä unb SKittelmeribianö finb SonberfäHe biefer 
ßffipfen. 3)iefe felbft werben punftrocife gejeid^net, inbem mon au8 ber §ori}ontaU 
projeftion t)on ben Sd^nittpunften beS jeroeiligen abjubilbenben SKeribianä (SrciS- 
burd)meffer) mit bcn Sreitcnfreifen ouf bie 33ertiIolprojeftionen Unterer bie 
Sote fällt. 

35iefe Slrt ber Slbbilbung ift nid^t roinf eltreu. SSegrünbung? 



418. Die Augelfläd^e roirb t)on i^rem 3Ritte[puntt aud auf eine 93erü^rung§= 
ebene abgebilbct. Daraus folgt bie n)id^tigfte @igenf(baft biefer 9(bbi(bung: 

älÜe @roJ3freife 6i(ben fic^ a(§ @erabe. Diefelben finb bie @d^nittgeraben 
ber erweiterten ©ro^freiSebenen mit ber SSilbebene. 

3iebem fpl^ärifc^en DretedE entfprid^t fomit ein ebenes ber 3lbbilbung. 

Diejenigen Äleinfreife, bie jur Silbebene parallel liegen, bilben ftc^ roicber 
ab als Äreife, äße anberen bagegen, ba fie burd^ fd^iefe ÄreiSfegel projiziert 
merben, alä ©llipfen, Parabeln ober ^pperbeln. 

419. ^t nai) ber Sage ber Silbebene untcrfd^eibet man aud^ l^ier roieber 
^olars, Slequatoreals unb ^orijontalprojeftion. Slber bie älbbilbung einer ^aib- 
fugel auf eine einzige Silbebene, nad^ 2trt ber ftereograpl^ifd^en ^^Srojeltion, ift 
l^ier unmöglid^, bie Söngcns unb Sreitengrabe road^fen um fo mel^r, je weiter 
man fid) oom Serüi^rungäpunft ber Silbebene, bem SRittelpunft ber 2lbbilbung, 
entfernt: Sei ber Slequatorealprojeftion faßt ber ^ol, bei ber ^olarprojeftion ber 
Slequator ins Unenblid^e. Dl^ne gro^e Serjerrung lä^t fid^ ba^er nur bie näc^fte 
Umgebung beS Serü^rungSpunftS barftellen. Um bie gange ®rboberfläd^e abj^u^^ 
bilben, nimmt man bie (Sbmtn eines il^r umfd^riebenen SöürfelS, ber fie in ben 
$olen unb am Slequator berül^rt, §u Silbebenen; um nod^ größere ©enauigfcit 
ju erl^alten, bilbet man auf bie Seitenfläd^cn eines umfd^riebencn regelmäßigen 
Sielfläd^nerS t)on möglid^ft großer Seitenjai^l ab. 

Sergl. bie Umfei^rung biefeS Serfa^renS für ben SemeiS beS ©ulerfc^en 
©a^eS. 

420. Die 3Keribiane bilben ftd^ ab als parallelen, fenfred^t ju ber ben 
Slequator barfteltenben (Seraben U'W. Seftimmt man auf jcber bcrfelben bie 
Silbpunfte ber ©d^nittpunfte beS jugel^Örigen SKeribianS mit ben einzelnen Sreitcn- 
freifen, inbem man juerft biefc Silbpunfte in ber Umflappung biefeS SReribianS 
unb feines SilbeS in bie älequatorebene j^eid^net, fo entftcl^t burd^ ftetige SSer-- 
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binbung bcr bemfelficn SrcitenfrelS jugcl^örigen Silbpunftc bie biefen SrcitenfrciS^ 
barftcUcnbc J^^pcrbel. Söarum bilbcn fid^ bie Sreitenf reife afe ^^perbeln ab*^ 

%x%ux 193 in ^orijontal^ unb SSertifalprojeftion. 3Ran benfc fid^ bie 316^ 
bilbung ber Äugel burc^ 2)rel^ung um U'W fenfred^t jur ®bene beS ^apier^ 
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gcftcttt. 2)ie ®Bene beS SKcribiand OQo fd^neibet erweitert bie Silbebene 
nad^ Q'TxU'W unb erfd^eint, um OQ' in bie 2lequatore6ene umgeflappt, 
als OQ'T''. 5Der Slequator ABC unb ber ^Kittelmeribian OA bilben fic^ ab 
alö bie ^anptad^^zn ber ^^perbeln. 2)ie SBinfel, unter benen bie Slf^mptoten 
gegen U' W geneigt finb, ftnb bie geograpl^ifd^en Sreiten Ib^, 30®, 45° ... ber 
ben bejüglid^en ^pperbeln jugel^örigen Sreitenfreife , bejro. bie Komplemente ber 
crjcugenben Söinfel ber biefe Sreitenfreife projijierenben Kegel. SBarum? 

421. 3ft r i>^ Kugell^alfimeffer unb A ber 9lullmeribian, fo l^at irgenb 
ein Crt P t)on ber geograpl^ifd^en Sänge ). unb ber Sreite qp in ber Slbbilbung 

bie Sänge AQ' = tgl . r 

bie »reite Q'P = Q'F' = tgy . OQ' = tgcp . sec A . r 

Seidene bie ^olarprojeftion unb beftimme Sänge unb SSreite eines bem 6rb= 
ort (l, (p) entfpred^enben SSilbpunftö. (3SergIeid^e l^iermit ^ig. 189.) 

422. 2lud^ bie gnomonifd^e Slbbilbung ift nid^t roinfeltreu. ©o finb 3. 93. 
bie unter fid^ oerfd^iebenen SEBinfel, unter benen ein (SroPreiS bie einzelnen 
SReribiane fd^neibet, in ber Slequatorealabbitbung einanber gleidj. 

423. ©nomonifd^e Karten finben l^auptfärf)[id^ in ber ©d^iffal^rt SSerroenbung. 
2)er ^aupteigenfd^aft biefer 3lbbilbung jufolge, entfprid^t ber für|\eften ßntfemung 
jroeier Grborte auf ber Kugel aud^ bie fürjefte Entfernung auf ber gnomonifd^en 
Karte. 35ie Sluäganggs unb (gnbpunft oerbinbenbe ©trerfe ftellt ben fürgeften 
aBeg bar, ber afferbingä fd^wieriger ju fegein ift, infofern afe 1. ber Kurg ober bie 
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Steuerrid^tung , b. 1^. ber 9BinfeI ber Sangdrid^tung bed Sd^tffd (@cl^tffSac^fe, 
^aj^rtttd^tung) mit ben eingelnen üReribianen ftdEi fortroäl^renb önbert unb 2. biefe 
SSintel, Toegen ber nid^t roinfeltreuen 3(66tlbung, aud ber ^arte ntd^t in wahrer 
•©röfee ju entnel^men finb. (422.) 

bequemer ift bie %ofyct, bei roeld^er ftd^ ber Äurö nic^t önbert, alfo in 
finer Sinie, bie mit fämtlid^en 3Jleribianen gleid^e SBinfel Bilbct. 2)iefe eigen- 
tümliche, fpiralortig ben ^olen ber ©rbfugel jtd^ juroinbenbe iSinie ^cij5t Soro^ 
brome. SWan wirb bie ^ol^rt in ber Sojobrome, oBrool^I biefe nid^t ben für^eften 
2Beg barftellt, berjenigen im Oro^freiä ftets bann t)orgiel^en, fobalb ber 3Bec(^ 
unterfd^ieb nid^t ju gro^ wirb, b. 1^. bei ftirjeren Steifen. S)ie alsbann benü|ten 
harten ftnb SJferfatorabbilbungen. 

pie ^aiatorptoiektion. 

^rfunben von ©erwarb Bremer, gen. 9)]erfator, ^osmograp^ bes ^erjogS oon 5^liti), 

geft.- 1594 in Duisburg. 

424. ©ie gel^ört ju ben fogen. ßplinbcrabbilbungen , insbefonbere ift fte 
eine Slbönberung berjenigen ß^Iinberprojeftion , bei meld^er ba§ ©rabne^ ber 
Grbfugel, vom 3WitteIpunft auä, jentralperfpeftit) auf eine, bie Äugcl längä beö 
SlequatorS berü^renbe ß^Iinberfläd^e abgebilbet wirb. S3ei le|terer ^ßrojeftioit 
erfd^einen bie SJferibiane als SKontellinicn , bie 33reitenfrcife als ^araffeffreifc 
jum ©runbfreiS beS G^IinberS, fo ba^ bie Slbroidfelung beäfelben, b. 1^. ba§ ebene 
^ilb beä ©rabne^eä au^ j^roei ©d^aren j\u einanber fenfred^ter ^araKelgeraben 
beftel^t. SBäl^renb jebod^ auf ber Äugel bie Sänge eines SSreitengrabS, b. 1^. bee 
360. 3;eilS beS SSreitenfreiSumfangS, gegen bie ^ok mtf)x unb mel^r abnimmt, 
t)iejenige ber 3Weribiangrabe bagegen gteid^ bleibt, l^aben SreitenfreiS-- unb 3Reribian- 
grabe in ber Slbbilbung bie SRoHen certaufd^t. 35ie 9Jleribiane ftel^en l^ier gleic^^ 
weit t)oneinanber ab, b. i). bie Sängen ber SSreitengrabe ftnb überall gleid^ unb bie 
mteribiangrabe n)ad)fen mel^r unb mel^r, fo ba^ bie bem $ol ju liegenben 
fpl^ärifd^en SRed^tedEe beä ©rabne^eS fid^ als immer gröjsere Sted^tede abbilben. 
5DaS 95ilb beS $o(S felbft fäHt inS Unenblid^e. Dl^ne ju gro^e Serjerrung lä^t fic^ 
alfo nur ein in nid^t ju l^ol^e ©reiten l^inaufreid^enbeS ©tüdf ber Äugelfläc^c 
abbilben. Um aber aud^ ^ier bie SSerjerrung fo oiel als mögtid^ ju milbem, tarn 
9Jier!ator auf ben ©ebanfen, bie fpl^ärif d^en SRed^tedfe beS ©rabne^eS äl^nlic^ 
ab^ubilben. 5limmt man ben Sängen^ unb Sreitenunterfd^ieb fel^r Kein, je 

«troa nur — , fo lönnen bie fp^rifd^en Sled^tede beS ©rabne^eS als eben be^ 

trad^tet werben, unb ba fte ftd^ nad^ bem ©eitl^erigen fd^on als Sled^tcdfe abbtlbcit, 
fo fel^lt gur älei^nlid^feit nur nod^ bie Proportionalität ber Seiten. 

425. 3!ft 2 7tT ber Umfang beS SlequatorS bejto. eines 3JleribianS, fo ift 
i)ie — " gro^e StredEe beSfelben 

J^ 27tT 

m ' 360 . 60 . 60 



Umbr e^ungSflöc^en . 
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Srgenb ein S3reitenfrei§ unter qp® l^at ben §albmeffer r . coscp, ballet ift 



\>k — " gro^e 6trecfe biefeö 93rettenIreifeS 



m 



cyi 



m- 194. 



1 2 7tT COS (p 

~m' 360 . 60 . 60 



= k . cos (f 
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Sebeö graifd^en groei aufeinanber folgenben ©reiten-' 
freifen unb SReribianen Kegenbe fpl^ärifd^e SRed^tecf l^at 
jomit, ba ber Slbftanb erfterer unDeränberlid^ gleid^ k 

ift, bie J^öl^e k unb bie ©runbfeite kcosop. 2)aS SBer? 

kl 

hältniö beiber -. = muft olfo aucfi für 

kcos()p cosy MI / I 

bie ©eiten ber SRed^tecfe ber 3tb6ilbung beftel^en, unb 

ba l^icr fämtlid^e ©runbfeiten gleid^, bie §öl^en aber 

üerf (Rieben finb, fo ift biefeä SSerJ^ättni^ fo untju^ 

formen, ba^ bie §ö^en bem Deränberlid^en ©lieb, bie ©runbfeiten bem unt)er- 

änberlid^en ©lieb beäfelben proportional werben, alfo 

1 

§öl^e _ 1 _ cos qp _ secy 

©runbfeite ~~ coso/ ~~ 1 """ 1 
b. \). 



W W 60 80 100 



@a$: 2!)ie §ö^en aller 3tecl|tedEe beö abgebilbeten ©rabne^eä ©erhalten fid^ 
^u ben jugel^örigen ©runbfeiten n>ie bie Sefanä ber geograpl^ifd)en breiten biefer 
©runbfeiten ju einö. 

Dber: 2)ie auf ben ÜBeribianen i^rer Sänge nad^ gemeff enen Sreitengrabe 
erfd^einen in ber 2Kerfatorabbilbung secgp^mal T)ergrö^ert, wobei cp bie geogra- 
pl^ifd^e SSreite be§ bem 3lequator ju gelegenen (Snbpunft^ beä SreitengrabeS ift. 

;3eber f leine 2Keribianbogen AB, beffen bem Slequator näd^ft gelegener 
(Snbpunft bie geograpl^ifd^e Sreite (p f;at, bilbet fid^ ab alö eine ©tredfe oon ber 
Sänge sec qp AB. 

I^ie (Xoxobroiite. 

426. Sluä ber Sle^nlid^feit ber älbbilbung folgt bie 2öin!eltreue berfelben. 
'l^erbinbet man ba^er gwei $un!te ber 3lbbitbung burd^ eine ©erabe, fo ift It^- 
tere, ba fie mit ber bie 3Jleribiane barftellenben ^araHelenfd^ar einen unoeränber^ 
lid^cn SBinlel <^i9- einfd^Iie^t, ba§ 33ilb berjenigen, bie bejügtid^en ®rborte oer-- 
binbenben Äuroe, bie fämttid^e ßrbmeribiane unter bemfelben Söinfel <^ & fd^neibet 
(Sojobrome = Sinie beä fd^iefen Saufö). Sie ift atfo bie Steuerrid^tung bei uns 
oeränbertem Äurs unb ber i^orteit biefer 3lbbilbung berul^t titn barauf, baß biefer 
.Murö i9* in realerer ©rö^e au§ ber 3tbbilbung entnommen werben fann. ^ig. 194. 



427. 2)er Söid^tigfeit biefer Slbbilbung wegen, möge nod^ auf ©runb beö 
in 425) entwidfetten §auptfa$e§ ber befonbere 93eweiö erbrad^t werben, ba^ bie 
Sojobrome firf) alä ©erabe abbilbet. 

Sauetbedr Stereometrie. 14 
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urgent) eine £oEobtome treffe brei in fet)i tieinem, a&tx glei(^em Sängen^ 
unterfc^ieb ( etroa - " 1 fi^ folgetibe :Bletibiane iintet gfeii^en ÜBinfeln in bcn 
fünften A, B, C oon ben geogiap^ifc^en Steilen tp, ij>, X- 3)er SBreitenfreiö burdt A 
fd^neibe bie beiben anbeten 3fieribtüne in D unb E, berjenige burcfe B ben btitten 
aSetibian in F. 2)ann ift AADB^ABFC, W beibe 2)teiedEe olä e6en be^ 
tta(^tet roetben bürfen, unb ba^et 

BD AD 

CF ^"BF 

3ft k bie 2äno,t beä SSogenS — " auf bem 2Ieqiiatoc, fo ift in ben ©reiten if 

unb if 

AD = coa(/;.k unb BF^coai/'.k 
fomit 

BD cosw 



'')hn bilbet fic^ BD ab alä 

B, D, = 860 iy> . B D 

CjF, = seci/i . CF 



unb CF ol8 
fomit 



B|D, 

C.F, 





BD 

er 


«""T 


cos 9^ 




cos (/' 



= 1 



B| D, = 0, F, unb ba AD unb BF fi* obbilben als 

A, D, = B, F, [o folgt roegen beä regten SSintelS, bofe 

AA,D,Bife AB|F,C| [omit <ä:B,A,Di = <a:CjB,F, 
b. f|, AjBiCi eine ©ctobe. 

427a. äJetgteic^e mit ber ^Olettatovptojettion bie äquiBofente giflinbet^ 
übbilbung in 478). 

"pU iteflet|itoiefifioii. 

4^8 JJton umfdjteibt bei Jtugel einen fenftecfeten fireiätegel bet fie lang 
bee mittleten SreitenfteifeS bes abjubilbenben "flai^enftreifenS betu^tt unb bildet 
baö @iabne| ,entralpet(pettiü oom fiugelmittetpunft au9 batouf ab I)en 3)ieti 
bianen entfptedien aisbann bie Bfantellmien ben Steitentreifen bie ^araücltteiu 
;um ©tunbfreig beä Segele ^n ber ^Ibmiifelung bea Segelmantets einem Urem 
feftot öom '^enttinunfel 

& = amff 360" 

roobei ff ber etseugenbe MmUl bes Segels bie geogtopfufiiie Sreite jenes mitt 
leren Sieitentteifea ift itellen bie imtet glett^en Utnteln lief) fcfeneibenben ni[b 
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mcffcr bic ^Rcribianc, bie ftc fenlred^t fd^neibcnben fonjcntrifd^cn Ärcifc bie SSrcitcns 
freifc bar. Um eine Ucbercinftimmung mit bem Orabnc^ ber Srbfugel l^erjuftcttcn, 
Tücrben bic fonjentrifd^cn Ärcifc, bic ungtcid^c 2l6ftänbc Doncinanbcr cinl^attcn, 
in fold^c t)on gleichen Slbftänbcn umgcänbcrt (äquibiftontc Äcgclprojcftion). 



VII. mfd^mtt. 

$0i)iriliririlfititii$rit. 



^xö^ie nn^ Ueiufie ^etfe einet vaäniexti^en ^xi^e. 

(^Mxma unb Minima.) 

429. Sic Sofung bct ^agc nad) bcm größten ober tictnftcn 28ert bcä 
Snl^altS bcgtt). bcr Dbcrfläd^c bcr im folgcnbcn bcl^anbeltcn Äörper läfet ftd^ tjicl^ 
fad^ auf elementarem ffieg erlcbigen bur^ folgcnbe Setrad^tung : 

lieber, von einer ocränberlid^cn ®rö^e x abl^öngigc a(gcbraifd^e 9ludbrud( 
Reifet eine ,,gunftton t)on x", gef daneben f (x). 5IRit jeber äenberung von x gel^t 
aud^ eine fold^c Don f (x) t)or ftc^, in roeld^em Sinn, ob j. S3. mit mad^fenbem x 
ber SBert ber ^nftion f(x), roetd^er ber Äürje roegen mit y bcjcid^net roerbcn 
foQ, ebenfalls roäd)\i ober abnimmt, jeigt fid^ am übcrfid^tlid^ften in einer fogen. 
,,gra;)^ifd^cn ©arftettung", b. 6. einer 3^iti^wung ber gunition f (x). 5Dlan bc^ 
trad^tet jeben SBcrt oon x unb ben il^m jugel^örigen y = f (x) als Stbftänbe eines 
^unftS (xy) Don jroei gu einanber fenfred^ten ©eraben, ben fogen. Sld^fen. 3Birb 
eine größere Slnga^l fold^er '^mtU (x^yO, (xjy?), (xgyg) . . . cingeaeid^net, 
mobci gu berüdfjtd^tigen ift, ba^ pofitioe unb negatioe x bejro. y oom ©d^nitt» 
punlt ber Sld^fen, bem fogen. Urfprung ober SluHpunlt, auS auf entgegengefe|ten 
©citen ber X« bcjm. Y^äd^fc abzutragen finb, fo erl^ält man burd^ ftetige SBer« 
binbung biefcr fünfte eine ftetig gelrümmtc Sinic, bie f5un!tionSfurT)c y = f(x), 
n)eld^e bie Slbl^ängiglcit jmtfd^cn x unb f(x) grap^ifd^ Ijur änfd^auung bringt. 
SnSbcfonberc geigt fie, 

1. für meldte SSBcrte von x bie gunftion f(x) t)erf d^roinbet : Die ben ©d^nitt« 
punften bcr ÄurDC mit bcr Xs2ld^fe ungehörigen fficrte oon x ftnb bie 
SBurjcln ber ©Icid^ung f (x) = 0, 

2. für meldte SBcrtc oon x bic ^unftion f (x) einen größten bejm. flcinften 
3Bert annimmt: Diejenigen 5punftc, in benen SDangenten parallet ber 
Xs3ld^fe gebogen merben fönnen, finb ber X'Sld^fe am näd^ften bejm. 
oon il^r am entfcmteften unb l^abcn ba^er bie flcinften bejm. größten 
aBcrtc Don f (x). 
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430. 5Dem 3Bctt x cntfprid^t ein gröltet SEBcrt f(x) bann, toenn foroo^I 
für gune^menbed als abne^menbed x ber 38ert ber f^unltion abnimmt, unb ein 

fleinfter SBert ber gunition, wenn 
9i9- 1^6. fomo^l für in* ald abnel^menbeS x 

ber 9ßert ber ^nltion mäd^ft. 

Sä|t man bal^er irgenb tin x, 
für roeld^eS f(x) ein ©renjmcrt 
(®Ctrem) merben \oU, um eine enb: 
lid^e ®r5^e a ^u^ begro. abnehmen, 
bie fel^r Hein in n)ä]^len ift, um 
in bem Stad^bargebiet beS gu x ge- 
hörigen $unlted F ber Jturoe gu 
bleiben unb nid^t in ba^lenige eines 
fünftes Q )u gelangen, bem oiel- 
leidet ebenfaKd ein ©rengmert ber 
gunition angel^ört, mit anberen 
SBorten, fd^reitet man auf ber jturoe 
x>om $unlt P in ben beiben Stad^barpunlten M unb N rüdt^ begm. Dorroärtd, fo ift 

f (x) ein SJlajimum, 

wenn geometrif d^ PP'>MM' unb PP'>NN' 
ober algebraifd^ f(x) > f (x — a) unb f (x) > f(x + «^) 

f (x) ein 3Kinimum, 

wenn gcometrifd^ PP' < MM' unb PF < NN' 

ober algebraifd^ f (x) < f (x — a) unb f (x) < f (x + a). 

431. ^a a fel^r flein ift, fo lönnen bie in ber @ntmid(e(ung biefer Un- 
gleid^ungen mit ben ^otenjen cc^, cc^ ... behafteten ©lieber gegen badjenige 
mit a oemad^Iäfftgt merben ; aud^ genügt ed, ftatt ber gmei 93ebingung8ungleid^ungen 
nur eine gu entmidfeln unb am @d^lu^ baä SSorj^eid^en oon cc )u med^feln. ^ot 
l. SB. bie gunition bie gorm 

f(x) == A + Bx + Cx« + Dx« + . . . 

fo entroidfelt man im %aH eineä SDlajimum nur 

f (x) > f (x + a) 
ober 

A + Bx-f Cx*+Dx»...> A+B(x + oj) + C(x + öf)« + D(x + a)^ + ... 
ober 

A + Bx + Cx^ + Dx«... > A + Bx + Bßf + Cx* + 2C«x + Dx' 

+ 3Dax* + . . . 

morauä 

0>«(B + 2Cx + 3Dx» + . . .) 

burd^ Qtxi)inxü^i)\el oon a folgt für bie anbere Ungleid^ung 

0>- «(B + 2Cx + 3Dx*+. ..) 
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3Kan crl^ält al\o im attgcmcincn 
im gatt beä 9Jlajimum bie Sebingungen 

unb 

:> — cc . q) (x) 

im %aU beS 9Kinimum bie Sebingungcn 

<Z -{- cc . (f (x) 
unb 

<; — a . (f (x) 

Scbingungcn, rocld^c, ba a ftctö eine cnblid^e ®rö^e ift, nur beftel^en lönnen, wenn 

woraus ftd^ btcjenigen SBerte t)on x ergeben, für roeld^e f (x) im 5Kajimum begm. 
üJlinimum wirb, roeld^eS ber bciben 6|treme möge im folgenben ber eittj^elne %aU 
cntfd^eiben. 2)ie SRed^nung ift für SKajimum wie 5Kinimum biefelbe, mit bem 
einzigen Unterfd^ieb in ber ©tettung ber §alen > unb < ; fie ergiebt alfo, loenn 
Tlaiima unb 9Jlinima oorl^anben fmb, beibe jugleid^. 

• 

432. S3efi|t bie ^nltion f(x) ©lieber ober ^altoren, bie oon ber SBer* 
änberlid^en x unabl^öngig finb, fo lann eS fid^ bei S3eftimmung eined ®ren}mert§ 
nur um ben mit x oeränberlid^cn %dl ber Munition ^anbeln. $at biefette 

I (x) = a + b . y/ (x) 

fo ergeben bie Ungleid^ungen für yj (x) bicjenigen SBerte oon x, für meldte tp (x) 
unb fomit aud^ f (x) jum ©jtrcm mirb. 

@ntl^ält f (x) SBurijelgröJen, fo ftnb bie Ungleid^ungen, nad^bem bie a tnU 
^altenben äSurj^elgrö^en auf eine @eite gebraut finb, px potenzieren, bid a nid^t 
mel^r als äSurgelgrd^e oorlommt unb auS ber gangen Ungleid^ung als ^altor 
auSgefd^ieben merben fann. 

©ntl^ält bie ^nftion trigonometrifd^e Munitionen einer oeränberlid^en aBinlel« 
gröfee (p, fo ift fte in eine fol^e mit nur einer trigonometrifd^en gunftion, bie 
atebonn als neue SBeränberlid^e x eingefül^rt wirb, umgugeftalten. 

433. Seifpiel: ß^ei gleite Äugeln K^ unb K2 00m $albmeffer r rotten 
auf einer ®bene unb berül^ren biefelbe in ben 5ßunlten A unb B. @ine britte 
glcid^gro^e Äugel, bereu 3KitteIpunIt in ber Sbene K,ABK2 liegt, berührt 
biefelbcn fortmäl^renb. 3n meld^er Sage ber brei Äugeln ift bie %läi)t beS ^ünf« 
edEs OK1ABK2 bie größte? 

2)ie geometrifd^e Setrad^tung geigt: 5Räl^ern fid^ bie rottenben Äugeln, fo 
nimmt bie gläd^e beS fjünfedfs ab, entfernen fte fid^ ooneinanber , fo nimmt fie 
wieber ab. 6in Slbne^men ber gläd^e na^ ber einen mie nad^ ber anberen ©eite 
fd^lie^t aber notmenbig in fid^, ba^ bie %lää)e in einer gemiffen SKittellage einen 
größten SBert erreid^t. 
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S)ic Sage bcS günfctf« fei bcftimmt burd^ <i KjOKj = 2<p. %äüt man 
OCXKjKj, fo ift 

günfecf AK1OK2B = Slcd^ted AKjKjB + AK^OK^ 

= r.4r8in<jp j' 2 rsin y . 2rcos qp 
= 4 r'"* (sin (f -\- siiKp cos qp) 

S)iefcr 3Bert wirb ein SKajimum, xoznn 

sin qp -f sin y . cos qp = max 

ober mit 

sin (p ^=rz X unb cos (p = \^ 1 — x* 
fott toerben 

X + X l 1 — X* = max ; 
ballet bie Sebingungen 



X + X 1/ 1 - x^ >(x + a) -t (x + ßf) l/l - (x + ay 

X + X l^ 1 — x^ >(x — a) -f- (x — a) l/^^l — (x — ccy 

^ntroicfelt man bie erfte Ungleid^ung, fo folgt mit SBcgIaffung l^ö^ercr 
^ßotenjen oon a 

X l ^n-~^ — a >(x + a) \/l — x^'— 2c^x 
quabriett 

x^ (1 — X«) — 2 «X l 1 — X« > (x* + 2 ßf x) (1 — x^ — 2 (zx) 

ober 

x2 (1 _ x2) _ 2 ßf X i/i _ X« > X» (1 — X«) — 2ßfx« + 2fi?x— 2öfx* 
woraus 

0> + 2o;(v/l — X«- 2x» + l)x 

unb 

> — 2oj (l/l — X«— 2x* + 1) X 

Salier lautet bie SSeftimmungggleid^ung für x 

X (l/l — x^ — 2x^ -(- 1) = 
n)orau3 

1. X = = sin y, ba^er y = 90« unb 2y = 180% b. f). ba« günfccf 
ge^t über in bad 9{e^te(f AK1K2B (%aU beS 3Jtinimum) 

2. l/l — X« — 2x* + l=:0 

woraus 2 _ 

X = -^ 1/3 = sinqp 

ba^er 9) = 60« unb 2y = 120« {%aU beS 5IRa£imum). 

434. Snt^ält bie fjunition, beren ©renjwerte beftimmt werben follen, 
mel^rere SBeränberlid^e , jmifd^en benen iebod^ eine geroiffc Slnjal^I Sebingungcn 
bcfte^en möge, fo laffen fid^ ebenfooiele SSeränberlid^e iber gunftion eliminieren, 
als SSebingungSgleid^ungen oorl^anben ftnb. @nt^ält bie f^n!tion auc^ nad^ bet 
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©Kmination nod^ mehrere SBcränbcrlici^c , fo betrautet man jebc bctfclbcn, bcr 
JReil^c naä), al§ bic einj^igc SScränberlici^c unb bic übrigen als unDcränbcrlid^ (lon- 
ftant). Scftimmt man nadi) bcm frül^crcn SScrfa^rcn für jcbc SScränbcrlid^c bcn 
2Bcrt, für meldten bie ^^unftion ein 9Ka|imum mtrb, fo crl^ält man cbcnfomcl 
(Slcid^ungcn jmifd^cn bcn SScränbctUd^cn, als SBcränbcrUd^c uorl^anbcn pnb. 



435. @inc GJrö^e mcffcn ^ci^t angeben, mie ofi eine glcid^artige ®ri)^e, 
t)ie als ßinl^eit betrad^tet mirb, in i^r entl^alten ift. 3e nad^bem bic gu meffcnbe 
©rö^e fel^r gto^ ober fcl^r Hein ift, mäl^It man aud^ bie Sinl^eit entfpred^enb grofe 
ober Hein. 

®ie l^ier in SBctrad^t fommenben ßinl^eiten bemegen fid^ in folgenben 
©renken : 

Sängeneinl&eit ift eine ©tredfe, beren Sänge 1 mm ober 1 cm ober 1 dm 
ober 1 km beträgt, unb eS ift 
1 km = 1000 m, 1 m = 10 dm =^ 100 cm, 1 dm = 10 cm, 1 cm = 10 mm 

gläd^eneinl^eit ift ein Duabrat, beffen Sänge unb Sreite j|e gleid^ ber 
Sängeneinl^eit ift. SlIS Einheit nimmt man 

1 qmm = 1 mm . 1 mm ober 1 qcm = 1 cm . 1 cm 

ober 

1 qdm = 1 dm . 1 dm ober 1 qm = 1 m . 1 m 

Slaum« ober SSoIumcinl^eit ift ein SBürfel, beffen Sänge, Sreite unb 
§ö^e je glei^ ber Sängencin^eit ift. 3Us SHaumeinl^eit nimmt man: 

1 cmm = 1 mm . 1 mm . 1 mm ober 1 ccm = 1 cm . 1 cm . 1 cm 

ober 
11=1 cdm = 1 dm . 1 dm . 1 dm ober 1 cbm = 1 m . 1 m . 1 m 

©ie SScrmanblung »on fjläd^enein^eiten bejm. SRaumeinl^eiten in anbere ge^ 
fc^ief|t, inbem man ijuerft bie Segiel^ung jmifd^en ben gugel^örigen Sängeneinl^eiten 
anfd^reibt unb alsbann quabriert bejro. fubiert; g. 33. ^at man fid^ bie SBermanblung 
t)on cbm in 1 mie folgt ju benfen 

1 m = 10 dm = 10 . 1 dm 

1 m . 1 m . 1 m = 10 . 1 dm . 10 . 1 dm . 10 . 1 dm = 1000 . 1 dm . 1 dm . 1 dm 

= 1000 . 1 cdm = 1000 cdm = 1000 1 

3u merfen ift: 

a) 5Rur gleid^namige Sängenein^eiten fönnen multipligiert unb bioibiert 
werben. 2)aS SBerfal^ren l^at man fid^ folgenberma^en ju benfen: 5. S3. 

7 m . 5 cm = 700 . 1 cm . 5 . 1 cm = 700 . 5 . 1 cm . 1 cm = 3500 . 1 qcm 
= 3500 qcm 

5 m . 40 cm . 25 mm = 5 . 10 . 1 dm . 40 . -jjt- . 1 dm . 25 . -rrwr . 1 dni 
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= 50 . 4 . . , 1 dm . 1 dm . 1 dm = 50 . 1 cdm 



= 50 cdm = 50 1 
15 m 15 . 100 . 1 cm 



5 cm 5 . 1 cm 



= 300 (unbenannte 3a^&0 



5^am 5 . 1 mm 1 x d r:r\ 

"T^ = 100 . 1 mm =20"Ö (««benannte 3aW 

b) ^ultiplt|\iert ober btDtbiert roerben lann nur 

Sänje >: Sänge = gläd^e 

Sänge .< glä^e = Sänge :< Sänge :■: Sänge = Solumcn 
SSolumen : SSoIumen = unbenannte Qaf)l 
Solumen : ^Jläd^e = Sänge 
SBoIumen : Sänge = gläd^e 
^läd^e : gläd^e = unbenannte Sö^I 
gläd^e : Sänge = Sänge 
Sänge : Sänge = unbenannte ßöl^l 

wobei bie Benennungen auf biefelbe Sängeneinl^eit ju bejie^en finb , ä. 8. i^ai 
man ftd^ gef einrieben }u beulen: 

5 qm 5. Im. Im 5. 100 . 100 . 1 cm. 1 cm ^^^^ 

-^7~— = —r7^-^ = iTT— i = 5000 cm = 50 m 

10 cm 10 . 1 cm 10 . 1 cm 

5 cdm 5 . 1 dm . 1 dm .1dm 1 ^iaiai 

10^= 10 . 10 . 1 dm = 2Ö<ld°^= 2Ö-^^-^^-^''°'-^^°' 

= 5 qcm 

436. ^a bur^ brei beliebige Stid^tungen, bie als ®erabe burd^ einen ^untt 
bargcfteDt fein mögen, jebe anbere SRid^tung im SRaum beftimmt ift, febe beliebige 
älugbe^nung eines Jtörperd alfo auf biefe brei urfprünglid^en äludbel^nungen be- 
logen werben lann, fo fagt man: 

@in Körper l^at brei (unabl^ängige) Sluäbe^nungen, ober: er ift oon ber 
britten Dimenfion. 

2)ie SRed^nungSergebniffe finb ftets bal^in gu prüfen, ob bei ber ^age mö^ 
Sängen, gläd^en ober Slauminl^alten ber gefunbene algebraifd^e SBert linear, 
b. 1^. oon ber erften, ober ob er oon ber jmeiten bejn). britten 2)imenjton ift. 

SSe^^üglid^ ber 9KögIid^feit ber geometrifd^en 3^i^«wng ber ßrgebniffe ^at 
bie mobeme 3Wat^ematif beroiefen: 

©a^: 5!Jlit alleiniger Senü^ung oon Sineal unb ^ixtü fönnen nur ©c^ 
rabe unb Äreife gejeid^net werben unb ^xoax fönnen, maS bie Sängen betrifft, nur 
folc^e ©tredfen unb Kreisbögen beftimmt werben, beren Sängen ft^ algebraifd^ 
aus ®[ei^ungen ergeben, bie burd^ Duabratwurge(n in enblid^er äCngal^l ju löfen 
möglid^ finb. 
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'^eßmmuni be$ '^aumin^atts von ^itpetn mit SeßeSiger, 

nid^i gefelm&Higer ^eflati. 

437. $ßralttfd^ la^t ft^ bcr SRauminl^alt icbcS beliebigen Äörperä beftimmen: 

1. S)urd^ DoEftanbiged Untettoud^en in ein big ium dtanh mit äBaffer ober 
einer anberen, ben Körper nid^t lofenben ^lüfftgleit gefüEteä ®efä^. 
^ie überflie^enbe t^Iüfftsfeitörnenge f^at benfelben Slauminl^alt mit ber 
Äörper. 

2. SJurd^ SBägen beS ÄörperS an ber Suft begro. im luftleeren Slaum (ab* 
foluteä Oeroid^t P) unb (Srmittelung feiner 2)id^te s. 

2)id^te ober fpegifif^eS GJeroid^t eineä ftarren ober flüf pgen ÄörperS ift 
biejenige unbenannte S^kU i^i^ angiebt, roieoielmal biefer Äörper fd^roercr ift, ate 
bttS gleid^e SSoIumen reinen beftiHierten SBafferS oon 4** C. (3Baffer oon ber 
größten 5Did^te). 

klimmt man ate gleid^e SBoIumina 1 cdm = 1 1, fo wiegt bemnad^ 1 cdm 
be§ Aörperd s^mal fooiel alg 1 1 beftiEierten 38af[erä unb ba baä ®en)i^t be^ 
(enteren 1 kg (®en)id^t3einl^eit) betrögt, fo lonn man aud^ fagen: 

3)id^te eines 5lörperS ift bad ©emid^t eines cdm in kg ober eined ccm in g. 

$at alfo ber Äörper Vcdm Slauminl^alt, fo miegt er V . skg, roaS mit 
feinem obfoluten ©emid^t Pkg übereinftimmen mufe, fomit 

@a^: ©emid^t g(eid^ Slauminl^alt mal Sid^te, 

P = V.s 

wobei P unb V bie ijuge^örigen Benennungen kg unb cdm (1), begm. g unb 
ccm l^oben. 

^iemad^ beftimmt jtd^ bad SSolumen eined Jtörperd )u 

S 

5Da8 SEBaffer ift, ba feine 3)id^te gleid^ 1 ift, ber einzige ©toff, bei roeld^em 
cntfpred^enbe ©emid^ts« unb Slaummaje oertaufd^t werben bürfen. 

3^obette ber 5Di^ten oerfd^iebener ©toffe fie^e am ©^lu^. 

Sn mannen ber folgenben Aufgaben ift ©ebraud^ ju mad^en oom 

©a^ be§ Slrd^imebcS: Sin Äörper ift in einer glüffigfeit um fo oiet 
leidster ate bie oon i^m oerbrängte glüffigfeitSmenge wiegt. @r fd^wimmt ba^er^ 
wenn fein ßigengewi^t gleid^ bem ©ewid^t ber oerbrängten glüfftgleit ift. 

Per $itaber. 

438. 3)rei 5ßaare paralleler Sbenen, bie gu einanber fenfred^t ftel^en, er^ 
geugcn einen oon fed^S SRed^tedfen umfd^Ioffenen Äörper, ben Duaber,.aud^ red^t« 
winlHgeä 5ßarattelepipebon , red^twinfligeS 5ßarattelflad^ , red^twinfliger ©pat ge^ 
nonnt. ge gwei ©egenre^tedfe ftnb fongruent. 35ie brei oon einer ®dfe auS*^ 
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laufenben, )u einanber fenlred^ten Jtanten ^ei^en Sänge, breite unb ^'6f)t be§ 
Ouoberd. 3)tefel6en feien: 

1. Jtommenf urabel , b. f). fie ^aben ein gemeinfd^aftlicl^ed 3Ra^, bag als 
Sängenein^eit auf ber einen Seite a^mal, auf ber anbeten h-mal, auf 
ber britten omal abgetragen n)erben lann. Segt man burd^ bie 3^eilpunlte 
5ParatteIebenen ju ben SBegrengungSebenen , fo gerfättt ber Duabcr in 
a . b . c @inl^eit8mürfel mit ber Sängeneinl^eit al§ jtante. 

2. S^Iommenf urabel , b. 1^. e8 giebt leine Sängeneinl^eit , bie a(§ gemein^ 

fd^aftlid^eS SWafe ber brei Äanten genommen werben lonnte. 2)ann ift 

es mdglid^, eine Sängeneinl^eit fi fo Hein ju beftimmen, bafe m, n, p 

fold^er @in^eiten lürjer unb m-fl/H + lfP + l berfelben ordnet 

ftnb als bie Jtantenlängen a, b, c. @in au§ ben j(anten m . fi, n , /u, 

-p . fi l^ergeftettter Duaber ift fomit |\u flein, ber an^ ben fianten 

(m + 1) fi, (n + 1) fi, (p + 1) ^a ^ergefteOte ju grofe begüglid^ beS ge-- 

gebenen. Sä^t man aber /u mel^r unb mel^r abnel^men, maS fclbftrebcnb 

ein Slnmad^fcn ber 3Ka^ja^Ien m, n, p jur ^olge l^at, f o werben bie Unter- 

fd^iebe jmifd^en ben entfpred^enben Äanten m . fi unb (m -f 1) /m u. f. f. 

immer Heiner; bie SHaumin^alte beiber ^UfSquaber, bie fid^ gemäfe 1) 

aU bie ^robulte breier aneinanber fto^enber Jtanten barfteKen, ba le|tere 

fommenfurabel finb, nähern ftd^ me^r unb me^r — ber Heinere mäd^ft, 

ber größere nimmt ab — unb erreid^en fd^ließlid^ als gemeinfd^aftlid^e 

©renje ben gegebenen Duaber, beffen Snl^alt V ftd^ fomit ebenfatts ofe 

baS ^robult feiner brei aneinanber ftoßenben Äanten a, b, c bar? 

ftcKt. 3)al^er 

SSoIumen V = a . b . c 

= G . h (®runbfläd^e mal ^o^e) 

menn bie ^läd^en ber oon ben ©runblanten a unb b gebilbeten Sted^t-- 
ed(e als ®runbfläd^en G unb il^r 3(bftanb c als ^ö^e h beS DuaberS 
bejeid^net mirb. 



93ie ©efamtoberfläd^e eines DuaberS, auS brei 
tßaaren fongruenter Sled^tedEe beftel^enb, ift 

= 2(bc + ca + ab) 

3)ie 3)iagonale d, mel^e irgenb gmei ®egeneden 
Dcrbinbet, ftcl^t mit ben Äanten in ber SSeijiel^ung 



m- 197. 



ober 



d* rrr a'^ + b^+C* 




©a^: 3)ie oier diagonalen eines QuaberS fmb gleid^ unb l^albieren ftd^ 
im felben 5PunH, bem ©d^merpunft beS DuaberS. 
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439. 3Berbcn bic Äantcn a = b = c , fo gel^t bet Duaber über in einen 
3BütfeI, beffen 



aus d- =:3a^ 



9laumin^a(t V 
Oberfläche 
diagonale d 



a" 
6a* 
l/8". a 



Seifpiele. 

440. 1 . äSeifpiel : äluS einem red^tedigen ®tüc{ ^appbedfel mit ben @eiten 
a cm unb 2 a cm foD eine ®^aci^te[ ol^ne ^ecfel mit mdgKd^fi großem Ign^alt 
ongefertigt werben. 

S)ie ®^iU bed Quabratd , bad an ben (Sden abf äEt , betrage x cm , bann 
ift baS SSoIumen be§ Duaberg 

V = X (a — 2 x) (2a — 2x) = 2 X (a — 2 x) (a ~ x) 
fomit 

X (a — 2 x) (a — x) = max 

t)Q]^er, na^ Sluflöfung ber Älammem, bie Sebingungen 

a-^x — 3ax«-^ 2x«>aHx-f ßf) — 3a(x-f a)' -\-- 2 (x -\- a)' 
unb 

>a*(x — c^) — 3a(x~fi?)=^ + 2 (x — «)' 

^ie erfte Ungleid^ung giebt entmidelt 
a^x — 3ax2 + 2x3> a^x + sl^cc — Sax^ — 6a«x + 2x« + 6ax^ 



ober 
unb 
btt^er 



0> + c^(a* — 6ax + öx^ 
> — of(a2 — 6ax f öx'^j 



m- 198. 



6x* — 6ax-i-a* = 
TDorauS 



1 
X = 2 a - 



1/3 



a 



= 0,5 a — 0,288 a = 0,212 a cm 

©eometrif^: 3^^^"^ ^^^ AB = a baS gleid^feitige ^ 
3>rcie(f AEB unb fd^neibe -g- ber $öl^e EF beSfelben auf 
AF, ton F aus, ab. 



441. 2. 33eif piel: 3Bic tief taud^t ein ®i8blod t)om fpejififd^en Oemid^t 8< 1, 
ber bie ©eftalt eines DuaberS mit ben Äanten a, b, c l^at, in SKcermaffer t>om 
fpejififc^en Oeroid^t s' > 1 ein? 
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Sie gut 06etflöci^e bed 3Baf[er§ fenlred^te Jtante a dm taud^e x dm tief 
ein, fo ift baö 

Solumen beS 33Io(fö — abc cdm; fein ©eroid^t = abc . s kg 
SBoIumen beS ©erbrängten SEBafferS — bcx cdm; fein ©croid^t = bcx . s' kg 

fomit nad^ bem Slrd^imebif d^en ®efe|: 

bcs' . X = abc . s 
woraus 

s ^ 10 s 

X = -7 . a dm = — >— . a cm 
s s 

442. 3. 93eifpiel: 38ie t)er^alten fid^ bie Slauminl^alte ä^nlid^er Duaber? 
äle^nß^e Duaber l^aBen proportionale jtanten unb diagonalen, fomit 



unb ba^er 





a b c d 
a' b' c' d' 








Duaber I 
Duaber II 


abc abc 
a'Vc' a' "V c' 

a» b» c^ 


a 
a' 

d» 
d'» 


a 

B 1 

a' 


a 
a' 




a'» V» c'^ 





b. 1^. bie Slauminl^alte äl^nlid^er Duaber oerl^alten ftd^ roie bie Jtuben il^rer Siago-- 
naien ober il^rer entfpred^enben Äanten. 

443. 4. 93eifpiel: @inen äBürfel oon ber jtante a in einen Duaber in 
oerroanbeln, beffen ©eiten fid^ roie m : n : p oerl^alten. 

5)ie Äanten beä DuaberS feien x, y, z unb ^aben biefelbe Senennung 

wie a, fo ift 

X . y . z = a^ 1) 

X : y : z = m : n : p 2) 

fomit, wenn X ber 5ßroportionalitätSfaItor, ftatt 2) bie ©leid^ungen: 

x = Z.m y = Z.n x = Z.p 

3)iefe SBerte in 1) eingcfe^t, folgt 



Im . In . Zp = a' TOOrauS X = 



a 



ym. . n . p 

unb fomit 

m n p 

^ — iS/ " • * y — .a/ - • * ^ — ,3/- • ^ 

V/mnp \/mnp V^mnp 

444. 5. SSeifpiel: 3lu8 ber diagonale d eines SBürfefe feine Äante, feine 
DBerflädpc unb feinen SRauminl^alt gu bered^nen. 

3ft X bie Äante beS SBürfelg, fo folgt 

1/3" . X = d 



roorauS 



unb ballet 



unb 
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6x'^ = = 6.4-d^ =2d* 



3 3 9 



445. 6. »cifpicl: 35ic 35clifc^c SKufgabc. 

©ic l^anbclt bacon, geomctrif^bic Äantc eines SEBürfefe ju jcid^nen, beffen 
9lauminl^alt baS ^Doppelte, attgctnein ba§ msfad^e eines gegebenen SEBürfete ift, 
unb l)at i^ren 3?amen bat)on, ba^ groif^en 5ßIato unb ben S)eliem ein 9JleinungS« 
auStaufd^ l^ierüber entftonben fein fott. ©ie ift bie eine ber brei berühmten flaflx- 
fd^en Slufgaben ber 3Kat^ematifer beS SlltertuntS: bie 3KuItiplifation beS SSBürfelS, 
bie Dreiteilung beS SEBinfelS unb bie Quabratur beS KreifeS. 

3ft a bie Äante beS gegebenen SBürfelä, x biejenige beS gefud^ten, fo 

fott fein 

x^ = m . a* 

©e^t man, ba es fid^ um bas S^^^^^^ ^^^ ©treten l^anbelt, m gleid^ 

bem aSerJ^ältniS jroeier ©treden, von benen bie eine ber Sinfa^l^eit falber 

b 2a 
gleid^ a genommen wirb, alfo m = — , im %aH ber SBerboppelung m = = 2, 

fo folgt 

e x^ ab 

X» = a^b ober = 

a X 

Segeid^net man biefe britte begn). vierte ^Proportionale mit y unb fd^reibt 

a X c a y 

— = — unb — = u 

X y X b 

ober 

a X V 



X ~ y b 

ober 

x^ = ay unb y2 = bx 

fo geigt jtd^ bie 2lufgabe gurüdfgefül^rt auf bie 3^^"w«9 V^^^^ mittleren ^Pro^ 
portionalen x unb y gu jmei befannten ©tredfen a unb b. 35ie mobeme ?!Jlatl^e* 
motil l^at bemief en , ba| eine geometrifd^e Söf ung mit bloßer 3uf|ilfenal^me »on 
Sineal unb ßirfel unmöglid^ ift, meil ber bie gefud^te ©tredfe V^'^m . a beftimmenbe 
Äoeffigient ]^m algebraifd^ nid^t als rationale gunition einer enblid^en Slngal^l 
von Duabratmut^elgal^len bargefteUt werben fann. S)aS eben mad^te bie fd^ein^ 
bar fo einfädle Slufgabe ber SBürfeloerboppelung fd^on bei ben gricd^ifd^en 
?0lat^ematifem beS ailtertumS berühmt, bafe 3^^«! unb Sineal gu il^rer Se-^ 
roältigung nid^t auSjureid^en fd^ienen unb alle befannten Söfungen ^ö^ere $ilfs^ 
mittel benü^ten, inSbefonbere tUna Suroen, bie fid^ »on Oeraben unb Äreifen 
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untcrfd^iebcn , j. 33. bic Scjelfc^nittc. 2)cm ß^araltcr bcr 2lufgabe al§ einer 
„förpcrlid^en" entfpred^enb, ftrcbte man t>ox attcm nad^ ftcreomctrifd^en Söfungcn, 
unb fo würbe bie 2lufgabe ber SSSürfefoerboppelung gerabeju bie SSeranlajfung, 
ba| ^enäd^muS bie räumUc^e ^arfteEung ber von planimetrifd^en 33etra(!^tungen 
l^er bereits belannten Äcgelfd^nitte auffanb unb fo ber Sntberfcr ber ,,ÄegeIfd^nitte" 
im eiflentli^en ©inn beS SKortcä mürbe. 

1. S5f ung bed Streikt) tag mittels ^reigqlinber unb Jtreiälegel. älrd^^taS 
»on Sarent, 480—365 v. 6^r., Staatsmann unb fjelbl^err, befreunbet mit ^Slaton. 

SSefd^reibe über A B — b, bcr größeren ber beiben ©tretfen, ben ^albfreiä, 
lege bie Heinere ©trecfe AC — a ate ©el^ne in benfelbcn unb fälle CE _L AB. 
Setrad^tet man ben ^alblreiä als ^orijontalfpur eines pix ®bene beS ?Papicrs 
fenfred^ten ß^IinbcrS unb A C als ©rgeugenbe beS burd^ ^Dre^ung beS red^troinfligen 

ajreiedfS AEC um bie Äatl^ete AE entfielen- 
ben ÄegelS, fteUt man fobann ben §alblreiö 
burd^ ©rel^ung um AB oertifal unb bre^t il^n 
um bie in feiner Sbene liegenbe, il^n berül^rcnbc 
ß^Iinbermantellinie A, fo giejbt eS eine ganj^ 
beftimmte ©tellung AD biefeS SBertifalfrcifeS, 
bei meld^er bie 5KanteIIinie bcS Umbre^ungS^ 
fegels bur^ ben ßnbpunft ber t)om 3SerttfaIfreis 
aus bem ßplinbermantel auSgcfd^nittenen WlanUl- 
linie X ge^t. Stlappt man ben 3SertiIaIfreiS 
um AD in bic ßbenc beS ^apierS, fo fteHt bie 
ju AD fenlre^te ^albfe^ne XY bie auSgcs 
f d^nittene ßplinbermantcllinie bar ; gie^t man Z U J_ A D bis jum ©d^nitt mit 
AY, fo ift AU = AC bie grgcugenbe beS ÄegelS unb <^AUX = 90o, ba 
ber GJrunbfrciS beS ÄegelS jugleid^ ein ÄleinfrciS ber burd^ 93rcl^ung beS §alb= 
freifeS AGB um AB als SDurd^mcffer erjeugten Äugel ift unb U fomit ate ein 
^Punft bcS ©d^nittfreifcS AUX bcr SSertifatfreiSebene AD mit jener 5lugelfläd^e 
betrad^tct merben fann, ba^cr 




AU 



AX 



AX 



AY 



AY 
AD 



ober 



a 



unb 



X 

y 

ab^ 



y_ 

b 



morauS 

für b = 2 a 

x^ = 2a^ unb y^ = 4a^ 

b. 1^. AX ift bie Äante eines SBürfelS, ber ben boppelten, unb A Y biejenige cineö 
fold^cn, bcr ben merfad^en Slauminl^alt eines gegebenen SöürfelS t)on ber Kante a l^at. 

2. Söfung beS 59lenäd^muS mittels Kegelf d^nitten. 

5!Jlenäd^muS gmifd^cn 400 unb 300 t). Sl^r., ©d^üler beS SubojuS Don 
ÄnibüS. £e|terer, 408—355 t). ^x., ift ©d^üler beS Slrd^^taS unb beS «ßlaton, 
befannt als (Seometer, 3lftronom, 2lrgt unb ©taatSmann. 
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Scfd^rcibe um bie 5ßunftc einer (Seraben alä X^Sld^fe Äreife, bie fämtlid^ 
\>nx(f) einen feften 5ßunft biefer ©eraben flehen unb biefelbe je in einem jroeiten 
?Punft treffen, ^^rage oon le^terem aud bie ©trecfe b gegen ^in ab unb er- 
Ttd^te im ©nbpunit nad^ beiben ©eiten ba§ £ot auf ber Sld^fe, baS ben betreffen« 




ben Äreig in iwtx 5ßunften P unb P' trifft. Setrad^tet man bie Entfernung beö 

Sota x)on aU x, baä £ot felbft afe ± y , fo gilt für jeben berart beftimmten 

^JJunft P bie Segiel^ung 

y2 = bx 1) 

©ämtlid^e aufeinanberfolgenbe 5ßunlte P ftetig oerbunben bilben eine 5Pa» 
tabel, bie ijum ©d^eitel ^at (»gl. 338). ^I^rt man biefelbe Qtii^nun^ für bie 
fünfte ber in auf ber X«2ld^fe fenfred^ten ©d^eiteltangente al§ Y^Sld^fe burd^, 
nur ba^ nunmehr t)om jemeiligen groeiten ©d^nittpunlt ber Greife unb ber Sld^fe 
bie ©tredfe a gegen ^in abzutragen ift, fo erhält man bie fünfte Q unb Q' 
einer gmeiten 5ßarabel, meldte bie X^Sld^fe jur ©d^eitettangente l^at. 35ie Sld^fen* 
abftänbe y unb ± x ber 5ßunlte biefer ^Parabel genügen ber SScbingung 

x^ = ay 2) 

3)ie Sld^fenabftänbe x unb y ber ©d^nittpunfte beiber 5ßarabeln finb ba^er 
biejenigen ©tredfen, roeld^e beiben Sebingungen 1) unb 2) gugleid^ genügen, unb 
finb fomit bie gefud^ten mittleren proportionalen. 

S)ie Sejiel^ungen 1) unb 2), bie groifd^en ben beiben 3ld^fenabftänben x 
unb y atter 5ßunlte ber bejüglid^en ^Parabeln gelten, l^eifeen bie „®Ieid^ungen ber 
^Parabeln". 

3. Söfung burd^ l^öl^ere iRuroen. 

©d^neibe auf ber einen oon jroei fenlred^ten ®eraben, ber Z'M6)\t, bie 
©tredfe OA = a ab; mäl^Ie auf ber anberen, ber X^Sld^fe, bie ©tredfe OU = x 
beliebig, bann beftimmt U V J_ AU auf ber Z^Sld^fe bie ©tredfe OV = y fo, ba^ 
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x" = ay 1) 

unb VW ± UV WjHmmt auf bcr X^Sld^fc bic ©trccfc OW = z, fo bafe 

y' = xz 2) 

3ie^e im SCbftanb OW bte ^araOele gur X^9lci^fe bid gum @(i^mtt mit 
ber parallelen burd^ U jur Z«9[d^fe in einem $un!te P, fo entfielet burd^ ftetige 

SSerbinbung aKer nad^ biefem SSerfal^ten für 
bie tierfd^iebenften SBerte t>on x beftimmten 
^iunlte F eine mit gmei äteften ind Unenblid^e 
fii) erftredtenbe Ruxvt, n)eld^e äSenbepunftä^ 
parabel ^ei^t, ba fie ftd^ im $untt 0, bie 
Z^Sld^fe als „aSenbetangente" berü^renb, nad^ ber 
anbercn Seite berfclben menbet, inbem fie babei 
von lonoes in lontat) übergebt. S)ie, nad^ @Kmi^ 
nation t)on y aus ber fortfaufenben Proportion 




a 

X 



_ X _ y 



3) 



mie 1) unb 2) ftd^ aud^ barfteffen, jmifd^en x 
unb z erhaltene Segie^ung 

^ei|t bie ,,®Ieid^ung ber aOäenbeparabcI" , benn bie 2ld^fenabftänbe eines jeben 
$unftS ber Äurt»e genügen biefcr Sebingung. 35a ber bem Slbftanb z = m . a 
irgenb eines ^ßunfts biefer Äuroe pgel^örige anbere Slbftanb x, als SBürfclfante 
genommen, einen SEBürfel liefert, bcffen Slaumin^alt 




X^ 



a* . ma = m . a* 



ift, fo folgt: 

gig. 201: Sie SBenbeparabel x* 
= a^z l^at bie ©igenfd^aft, ba^ bie äb^ 
ftänbe i^rer 5ßunfte t>on ber SOBenbe« 
tangente bie jtanten aEer äBürfel bor^ 
ftetten, beren SRauminl^alt ein beliebig 
33ieIfac^eS beSjenigen eines SBürfelS Don 
ber Äante a beträgt. 

Eliminiert man x ftatt y auS 3), 

fo folgt y3^ ^,3 .... 5) 

©amtliche ^ßunlte Q, beren Sld^fen= 
abftänbc y unb z biefer Sebingung ge« 
nügen, bilben eine ftete Sinie, bie 
9ieilf^c Parabel Reifet (?5ig. 202). ©ie 
^at im 5RuttpunIt einen SRüdffel^rpunft, erftredft fid^, ba bie redete ©eite von 5) ftetS 
pofitit) ift, y alfo nie negatio werben fann, in ber Slid^tung ber +Y«äd^fc inS 
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Unenblid^c unb ift ju bicfcr f^mmctrifd^, benn gu jebem SBcrt t)on y gcl&ören jiDei 
Qleid^gro^e, aber cntgeflcngcfc|t gcrid^tclc SBcrtc x>on z. ©ic bicnt wie bie SBcnbc« 
parobcl jur ßrmittclung bcr gefud^len aBürfcIfantcn, bcnn für z = l/m . a folgt 



y^ = a . ma^ = ma 



j. S3. für z = OC = OB = 1/^2 . a ift baS juse^örigc y = CD bie Äantc 
t)eä SJBürfelS t>om boppelten Slauminl^alt 2a^ 

SBcnbeporabel unb SRcilfd^e ^Parabel löfen bie 5)elifd^c Aufgabe allgemein, 
Sir d^ptaS unb 3Kenäci^muS nur ben befonberen %aU. 

änbere Söfungen ftel^e ®utoIiu§* Kommentar gu Slrd^imebeS (SluSgabe 
^eilberg). 

Prisma unb (äi?fin&er. 

^exabes ober fettftrec^fes ^axaltetlta^. 

446. 3w^i beliebige 5Paare ^arallelebenen begrenzen mit einem britten 
fPaar, ba§ ju ben parattelen ©d^nittgerabcn erfterer fenfred^t ftel^t unb bal^er bie 
©runbpd^en barftellen möge, ein fenfred^teg ober gerabeS 5ßarattelflad& (^ßarallcl^ 
epipebon). („GJerabe" im GJegenfa^ gu fd^ief, 
TDenn bie ©eitenfanten ju ben ©runbpd^en 
nid^t mel^r fenlred^t fte^en.) SSermanbelt man 
bie ©runbfläd^e, ^Parallelogramm AB CD, in 
baS fläd^engleid^e SRed^tedt ABEF »on gleid^er 
©runbfeite unb gleid^er $ö^e unb errid^tet über 
biefem ben Duaber, bcffen ©eitenfanten benen 
bcS 5ParaIlelflad^§ gleid^ finb, fo folgt aus ber 
(Sleid^l^eit entfpred^enber Äanten unb 2Bin!el 

5ßrigma ADFA'D'F ^ ^xima BCEB'C'E' 

unb, menn erftereS oom ^ßarallelflad^ abgefd^nitten, festeres i^m l^ingugefügt mirb, 
ba^ ba§ «ßaraUelflad^ raumgleid^ ift bem Duaber. 33a ber Sn^alt beS le^teren 
nur t)on ben GJrunbfläd^en unb beren Slbftanb, ber burd^ bie ©eitenfanten bar« 
QcfteUten §ö^e, abfängt unb beibe Äörper biefe ©röfeen entfpred^enb gleid^ l^aben, 
fo folgt, ba^ baS SSoIumen beS geraben ^ßaraUelflad^g 

V = G . h = ©runbfläd^e x §ö^e. 




?reifeifige5 getabes ^txsma. 

447. Sebe 2)iagonalebene teilt baS gerabe ^araUelflad^ in graei fongruente 
breifeitige gerabe 5ßri§men. ®er SRaumin^alt eineä fold^en ift bafier bie §cllfte 
beöjjenigen beS 5ßaraIlelf(ad^S. 3ft fontit G bie gläd^e eines ©runbbreiedEs beS 



6 au erbet! , ©tcreomctrie. 
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^TtSmad unb h bie 6eiten!ante ober $o^e, fo folgt, ba^ bad SSotumen bed btei^ 
fettigen geraben ^ridmad 

V = -^.(2G.2h) = G.h 

= ©runbpad^c x §ö^e. 

0etabe$ ii-feUiges '^sma. 

448. Segt man burd^ je jroei aufeinanberfo(genbe parallelen einer au§ 
n ^araEelen Beftel^enben Sd^ar eine @6ene unb f^lie^t ben in ber Siid^tung ber 
^raUelen nod^ offenen Staunt bur^ ^raei paraQele ®runbebenen, fo entfielt bad 
n*fettige $ri8nta, bad ,,gerabe ober fenlred^te'', xotnn bie parallelen @eiten!anten 
}u ben ©runbebenen fenlred^t, baS „fd^iefe", rotnn fie gegen biefclben geneigt finb. 
^ie Umgrenzung roirb gebilbet oon n 9ted^ted(en Be^to. ^araEelogrammen aU 
Seitenfläd^en unb gn)ei longruenien n-Mäzn al§ ©runbfläd^en. @inb bie ©runb^ 
f(ad^en regelmäßige SSielecfe, fo l^eißen au^ bie ^ridmen regelmäßig. 

3)urd^ S)iagona(ebenen, n)el^e burd^ eine @eitentante gelegt ftnb, mtrb ba§ 
gerabe nsfeitige ^rigma in (n — 2) gerabe breifeitige 5ßri§men jerlegt, roeld^e 
jene ©eitenlante h i^ur $ö^e unb bie (n — 2) S^eilbreiedfe G^, G2, G3 . . . Gn — 2 
ber ®runbfläd^e G ^ur ©runbfläd^e l^aben. ^al^er ift baä Solumen bed geraben 
n^eitigen $ridma3 

V = G, . h + G2 . h + . . . + Gn-2 . h = (G2 + G^a + . . . + ön - 2) h 
= G . h = ©runbpd^e x $ö^e. 

g^Cittber. 

449. Sft bie ©runbflä^e beS geraben 5Pri8maS ein SSieIed mit unenblid^ 
oielen, unenbKd^ fleinen ©eitcn, fo mirb baö 5ßriSma jum feniredpten ßpUnber, 
beffen SSoIumen fomit ebenfattä ift: 

V = G . h = ®runbfläd^e x $ö^e. 

450. hieraus folgt allgemein: ®erabe Sßriämen bejro. ßplinber mit gleid^cr 
©runbpd^e unb gleid^er $ö{|e ftnb raumgleid^. 

^etabet (^teisc^Cinber. 

451. ®runbpäd^e ein Rrciä oom ^albmeffer r, bal^er, wtnn h bie $dl^e, 
Solumen beS fenfred^ten RreiScpIinberS 

V = ;rr-.h 

3)ie ^antelpd^e M beg geraben ^reiScplinberS midfelt jtd^ ab alg ein 
Sled^tedE, beffen eine Seite bie iUlantellinie ober ^ö^e h, beffen anbere Seite ber 
Umfang 2;rr beö (Srunbireifeä ift (Der gl. 250), fomit 

M = 2 ;r r . h 

unb bal^er bie @e{amtoberfläd^e 

0=r2;rr.li + 2;rr2 
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451a. Ucbcr bcn 3Kantc[ bcS fd^tcfen ÄreiScpIinbcrö ficl^c 251a: 

S)ic 3Rantclf[äd^c beS fd^iefen ÄrciSc^HnberS tft baä ^Probuft auä Tlantzh 
linie unb Umfang bcS Ducrfd^nittS. 

Ucbcr bcn Slauminl^alt ftcl^e 457. 

33ctfpiclc. 

452. 1. 33cifpicl: @in c^linbrifd^cr 33aumftamm fd^roimmt mit J^ori^ 

5 
§ontalcr äld^fc im Söaffcr, baS y feiner 3KantclfIäd^c bcne^t. 3Bic gro^ ift baS 

fpejififd^c ©eraid^t bcS §olj\cä? 

®cnft man fid^ bcn cplinbrifd^cn Saumftamm, bcr bcn §albmcffcr r unb bic 

Sänge h l^abcn möge, t)on bcr ermeiterten DBerfläd^e beS Söafferä burd^fd^nitten, fo 

roirb eine SBaffermenge t)om Sotumen begjcnigen GpKnbcrftürfä oerbrängt, baS bcn 

größeren jur ©el^ne r gel^örigcn Slbfd^nitt beä Ducrfd^nittS jur ©runbfläd^c f)at 

5 

2)icfer ÄreiSabfd^nitt fe^t ftd^ jufammen auä einem ©eftor, bcr ^ beS ganjcn 

©runbIrcifeS auSfd^neibet, unb einem glcid^fcitigen 2)rcicrf mit bcr ©cite r. ®al^cr 
ift nad^ bem 2lrd^imcbifd[)en ®efc^ über baS Sd^raimmen bcr Äörper, wenn s bic 
gcfud^te S)id^te bejeid^net: _ 

njoraus _ 

8 = 4+ ~ = 0,833 . . . + 0,135 
= 0,968 (Sud^c) 

« 

453. 2. »eifpicl: SBie gro^ ift baS ®en)id^t cineä aRül^lftcinS auS ®anb= 
ftein t)om fpejififd^cn ®en)id^t s, votnn bic jur Slufnal^me bcr SöeHe beftimmtc 
lid^te SBcitc 2r cm, bcr ©urd^meffer beä Umfangä 2R cm unb bie S)irfe h cm 
beträgt? 

S)a§ aSoIumen beS SDlül^IfteinS ftcHt fid[) bar al§ bie 2)iffcrenä jracier 
Gplinbcr mit bcn ^albmcffern R unb r unb bcr gemcinfd[)aft[id^en ^öl^c h, bal^er 

V = TiR^ . h — TiT^ . h ccm 

fomit 

©croid^t P = V . s = ;rs (R'' — r^) h g 
ober 

für bie 33cred^nung ju fd^reiben 

""^ (R + r)(R-r)h kg 



"~ 1000 

454. 3. Scifpiel: 2lu§ einem qlinbrifd^en 33aumftamm bcn Salfen t)on 
größter 3:ragfä]^igfeit ju fägen. 
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2)er 35alfcn l^at bic ©eftalt ctncä CluabcrS von bcr Sänge bc§ ©tamm§. 
6ö l^anbclt jtci^ ba^cr nur um bic Seftimmung bcS Cucrfd)nttt§ , cincS bcm 
Orunbfrciä bcS ©tammcS t)om §albmeffcr R einbcfd^ricbencn Stcd^tccfö. 9?un i[t 
bic S^ragfä^igfeit ober Sicgungäfcftigicit T bircft proportional bcr Sreitc x unb 
bcm Ouabrat bcr S)icfe y beä üucrfd^nittä, alfo 

T = k.xy' 

roobci k ein oon bcr 9latur bcö Stoffs abl^ängiger Äoeffijicnt ift. ©omit 

xy* = max mit bcr Sebingung x* + y* = 4r* 
bal^cr 

X (4r- — x^) = max 
unb fomit 

4r'x — x^ > 4r* (x i «) — (x i «)' 

TOcnn bic bcibcn Scbingungäungleid^ungen ocrcinigt gefd^rteben werben. 3)ic 

(SntTOtcfelung bcr erften giebt 

4r'x — x' >► 4r*x + 4r^a — x* — 3x*cf 

ober 

0>±cc{4t' — Sx^) 
fomit 

4r^ — 3x^ = 

4 



Sig. 204. 




X — g r 



ober 



2r : X = 



3^eile ben S)urcl)meffcr in brei gleid^e Steile, crrtd)te in ben 3^cilpun!tcn 
na6) cntgegengefc^ten Seiten Sote biä jum Sd^nitt mit bem Äreiäumfang unb 
oerBinbe biefe S^nittpunfte mit ben Snbpunften beä ©urd^mefferä. 



455. 4. Seifpiel: 2öic wären bic ©röfecnoerl^ältniffe cplinbrifd^er SKünjen 
ju roäl^len, bamit biefclben möglid^ft wenig abgenü|t mürben? 

3Wit anberen SBorten: ©efud^t §albmeffcr x unb ^öl^e y eineö Gplinbcrs 
oom ©craid^t p ©ramm, beffen Dberfläd^e ein 5Kinimum ift, alfo 

2;rxy -\- 2 7ix^ = min 

roobei, wznn s baö fpcjififd^e (äzwidjt ber SWünge 



Ttx^y . s 



Se^t man — = k, fo folgt 



ober 



7t y-^ + xy = min 



— -\- x^ = min 
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unb ballet 

X ' X±CC ' ^ -i- ^ 

fomit 

k (x + c^) + x^ (x + a)< kx + X (x + ccy 

kx + kc^ + x^ + £^x» < kx + X* + Sax^ 
unb bal^er 

0<±a(2x« — k) 
fomit 

2x» — k = 



— Y-2 ~ y 2n 



8 
3 



cm 



fomit 

2x = y 

b. 1^. bic 3Künjc l^at bic ®cftalt eines quabratifd^en Gplinberö. 

456. ©a^ beS 6a»aHeri*): 3«^^^ Körper finb raumgleid^, wznn fie gu 
einer (Sbene in eine fold^e Sage gebradf^t werben fönnen, ba^ fie »on jeber 
beliebigen 5ßarattelebene naä) gleichen Surd^fd^nittSfläci^en gefd)nitten werben. 

Seroeis : 2)a gemä^ 38orauSfe^ung bie 2)ecffläd^en beiber auf einer ge-- 
meinfamen ©runbebene rul^enben Äörper in einer ju biefer ©runbebene parallelen 
Gbene liegen muffen, fo l^aben beibe Äörper biefetbe ^öl^e h. S^eilt man biefe 
in n gleite 3^eile, legt burdf) bie ^Jeitpunfte 5ßaraIIelfd^nitte jur ©runbebene unb 
erridt)tet über biefen Sd^nittfläd^en gerabe ^Prismen bejro. Gplinber von ber 

§öl^c — , fo finb je jroei entfpred^enbe $riSmen ober ßplinber beiber Körper 

raumgleid^, ba fie gleid^e @runbf(äd)en unb gleid^e ^öl^en l^aben. Sä^t man bie 
Slnja^l ber Steile unenblid^ gro^ roerben, fo werben bie 5ßriSmen* bejro. ßplinber^ 
l^öi^en felbft unenblid^ Hein unb jebe ber ^riSmen« bejro. Gplinberfummen gel^t 
fc^Iiefelid^ in ben il^r jugel^örigen Körper als ®ren;\e über. 2)al^er finb aud^ bie 
gegebenen Körper felbft raumgleidf). 

457. Folgerungen auS bem ©a^ beS Gaoalieri: 

1. 2)aS 3Solumen eines fd^iefen ^jJriSmaS ift gleid[) bemjenigen eines fenf redeten 
oott gleid^er ©runbfläd^e unb gleid^er §ö^e, benn alle 5ßaraHelfd[)nitte jur 
©runbfläd^e finb fongruent. hieraus folgt allgemein für baS SSolumen 
jebeS beliebigen 5ßriSmaS 

2. beliebige 5ßriSmen oon gleid^er ©runbfläd^e unb gleid^er §öl^e finb raum= 
gleid^. 



*) 5^ö«3^^co Gaoalieri, ^rofeffor ber HKatl^ematif ju Bologna, geftorben 1647. 
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8. ®tc SRaumin^dtc beliebiger ^riömen Derl^atten fid^ roie bie 5ProbuItc au^ 
©runbfläd^e unb $ö^e 



G.h 



ift h = h', fo folgt 



ift G = G', fo folgt 



v 




G' 


. h' 


V 

v 




G 
G' 




V 




h 





V h' 



b. 1^. ^Prismen mit gleid^er $öl^e oerl^alten fid^ loie i^re ©runbfläci^cn, folc^c 
mit gleid^er ©runbpäd^e toic il^re $öl^en. 

4. Sinb bie 5ßri8men äl^nKci^, b. f), fämtlid^e entfpred^enben SBinfel gfeid^ unb 
entfpred^enbe Tanten proportional, bann ift, votnn a unb a', u unb u' jroei 
entfpred^enbe ®runbs begro. ©eitenfanten ftnb: 

a u h 
unb 



bal^er 



a' 


u' h' 


G 


a' h" 


G' 


a'* h" 


V 
V 


G.h G 
G' . h' G' 




h' a» 



h' ~" h'2 • h' 



i" "" a'« 



b. f). bie SSolumina äl^nlid^er ^riSmen oerl^alten fid^ wie bie Äuben entfpred^ens 
ber Kanten ober §5l^en, allgemein wie bie Äuben entfpred^enber ©treten. 

5. S)iefelben ©ä^e gelten für bie Gplinber. 

6. ©d^rumpfen bie ©etffläd^en ju 5ßun!ten jufammen, fo gelten bie Prismen 
in ^^ramiben über. ®emä^ 43 a) »erl^alten fid^ bie ^läd^en paralleler 
©d^nitte einer ^ßpramibe wie bie Quabrate entfpred^enber abgefd^nittener 
©eitenfanten unb fomit aud^ mie bie Quabrate ber §öl^en ber abgefd^nittenen 
^ßpramiben. ßegt man bal^er im Slbftanb x oon ber gemeinfamen ©runb- 
thmz jroeier ^ßpramiben eine ju biefer parallele (Sbene, meldte bie ^Ppramiben 
naä) ben SSieledfen F oo G unb F' co G' fd^neibet, fo ift 

F (h — x)'^ ^ F (h' — x)« 

— unb — 



G "" h'^ — G' "" h'2 

ift fomit G = G' unb h = h', momit aud^ h — x = h' — x, fo folgt 

F = F' 
bal^er nad^ Gaoalieri: 

©a^: ^^ramiben oon gleid^er ©runbfläd^e unb gleid^er §öl^e ftnb 
raumgleid^. 

7. ©iefelben ©ä^e über ©d^nittfläd^en unb 9lauminl^alte gelten für beliebige Äegel. 
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^i?rami&c unb Äe$cf. 

Preifeittge ^framibe (^eftaeber). 

458. ©d^neibct man t)on einem beliebigen breifcitigen 5ßriäma mittels 
einer burd^ brei beliebige (Scfen gelegten Ebene (A'BC) bie breifeitige 5ßpramibc 
A' — ABC ai unb f paltet bie übrig bleibenbe oier« 

f eitige ^pramibe A' — B B' C C burd^ Qhtm (C A' B) 5*9- 205. 

in jroei weitere breifeitige ^ßpramiben, fo ift nad^ bem ^k==C 'PT^ 

©a^ über bie Slaumgleid^l^eit oon ^gramiben (457 . 6) : / \\.<> / 

«ßpram. C — A' B' B ober ^pram. A' — B B' C / ^ V ?\ / 

= 5ß9ram.A' — BCC /^^ 7\\/ 

unb 5ß9ram. C — A' A B ^^L /--^ 

= ^ßpram. C — A' A B ober ^pram. A' — A B C ^^^^^^J^ 

aber5ß9ram.C' — A'B'B = «ßpram. C — A'AB ^ 

b. ^. baä 5Pri§ma befielet auS brei raumgleid^en ^pramiben; fomit ift inäbefonbere 

^pramibe A' — ABC = -|- ^riäma ABCA'B'C 

bal^er 

©a^: ®a3 SSolumen ber breifeitigen ^ßpramibe ift ein drittel beSjenigen 
cineä ^riämaä von gleid^er ©runbfläd^e unb gleid^er §5l^e. 

n-feifige ^^ratttibe. 

459. 3^^f^9t n^ö« biefelbe mittels 2)iagonalebenen burd[) eine ©eitenfante in 
(n — 2) breifeitige ^ßgramiben, beren einzelne ©runbfläd^en Gi, G2 • • • G-n— 2 
fein mögen, fo ergiebt ftd^ baS SSolumen V ber ganj\en ^ß^ramibe gu 

V = —Q- Gl . h + ~3" G2 . h + • • • H — Q~ Crn— 2 . li 

= -g- (Gl + G2 + . . . + Gn-2) h 

ober y = -ö- . h 

bal^er 

©a^: S)ag SSolumen jeber beliebigen ^^ramibe ift gteid^ bem brittcn Xeil 
eines über ber ©runbfläd^e errid^teten $riSmaS oon berfelben ^öl^e, alfo „ein 
^Drittel ©runbfläd^c mal §ö^e". 

460. hieraus folgen biefelben ©ä^e über bie 3i>erl^ältniffe ber ^n^alte 
uon ^ßpramiben wie biejenigcn für baS $riSma. 
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460a. 2)ie Cbcrfläd^c bcr ^P^ramibcn fc^t fid^ jufamincn auä bcn ^^äd^^" 
bcr n Seitcnbrciccfc unb bcd ®runbt)ic(ccfä. ©in allgemeiner 2lu§bruc! I^icrfür läfet 
jid^ bei ber Serfd^iebenartigfeit ber ^P^ramtben nid^t auffteHen. 3eber ^aH ift für 
ftd^ i^u bel^anbeln. 

$eit&te<(fet ^teis&eget. 

461. 3Birb baS ©runb»ielecf ber ^ßpramibe gum Äreiö t)on ^albmeffer r, 
fo ge^t bie ^pramibe in ben Äcgel über, befjen SRauminl^alt ba^er ift: 

V = ^;rp^h 

462. ^ie Sä^e über bie 3[$erl^ä(tniffe t)on ^lauminl^alten bei Regeln ftnb 
biefelben n)ie biejenigen für bie ^pramibe. 6S »erl^alten fid^ alfo bie 3"^^«^^ 
V unb V jroeier beliebiger Äreiäfegel 

mit berfelben ©runbfläd^e V : V = h : h' 

mit berjelben §ö^e V : V = :;rr' : ;rr"'^ = r^ : r'^ 

^rantibenfiniiti^f. 

463. eine jur ©runbfläd^e G im 2lbftanb h parattele 6d^nittfläd^e G' 
teilt bie ^ßpramibe in einen ^P^ramibenftumpf unb beffen ßrgänjungäp^ramibe. 
3)er ^pramibenftumpf lä^t fid^ ba^er auS G c>o G' unb §ö^e h alä Unterfd^ieb 
ber ganjen ^ßpramibe unb ber Srgänjungäppramibe , beren bejüglid^e ^'6f)tn 
X unb y fein mögen, wie folgt beregnen: 33oIumen V beS 5PpramibenftumpfS 

Y = '^Q.x ^G.y 1) 

wobei X unb y in ben gegebenen ©türfen beftimmt ftnb burc^ bie beiben Se^ 

bingungen 

x-y = h 2) 

x'* G 

— ^ = -pT (oergt. 457. 6) 3) 



aus 3) folgt 



unb fomit 



l/G 



l/G' 



1/ G ^ l/G 

roorauö x = 



— y 1/ G — l/G' l/G — l/G' 

y 



l/G l/G' 

X — y ~ l/G — l/G' " ^ "" l/G — l/G' 

3)iefe 9Berte in 1) eingefe^t, folgt 

V — — ^ ^"^^ — G' l G'" 

Se^t man 

l/G = u, l/G^=v alfo G = u%G' = v- 
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fo ift 

l/G — l/Ö^ "" u — V 



= u^ + UV + v^ :== G + l/GG' + G' 



ballet 1 1 1 

V = -3- Gh +-3- l/GG'.h +^ G' . h 

Y — 3 .11 

b. ]^. ber ^Ppramibcnftumpf ift raumglcid^ brci cbcnfo l^ol^en $pramibcn, jraci 
bcrfclbcn über bcn ®runbfläd)cn beS ©tumpfS fclbft, bie brittc über bem gco- 
metrifc^en 3WttteI berfelben errid^tet. 

§entixed^tex ^xetsU^etflumpf. 

464. ©inb G unb G' Greife mit ben §albmeffern r unb r', fo gel^t ber 
^pramibenftutitpf über in einen Äegetftumpf, beffen SSolunten fomit beträgt 

V = 3 .h 

ober 7t 

465. 2)ie 3lbleitung biefeS 2luSbrudEä mcl^ bemfelben SSerfal^ren wie beint 
^pramibenftumpf ergiebt 

unb jur 33eftimmung t)on x unb y bie beiben Sebingungen 

X — y = h 



y r 
woraus 

r r' 

X = r . li unb y = r • h 

r — r "^ r — r 

unb bal^er 

:Th r^ — r'^ 

^ ~~3~- r — r' 

= -^(r* + rr' + r'2)li 

Serlege ben 2lu§brucf in feine 5ßoften, wie lautet bann ba§ ©rgebniö in 
aCBorten? 

^anfet he$ fenixed^fen <^rets6egef^ itnb ^xeisie^etfiumvfs. 

466. ®er 3Kantcl beS fenfred^ten ^reiäfegefö, in ber Slbroidfelung ein SreiS^ 
auSfd^nitt, beffen Sogen, befd^rieben mit ber Äegelmantellinie s alö ^albmeffer/ 
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bic Sänge 2;rr beä UmfangS bcä ©runbfreifcä beS Äcgclä l^at, tft nad^ 

früherem (815) 

M = ;rr8 = nv 1/ r* + h* 

467. ^te 93ejiel^ung jroifd^en bem eri^eugenben SBinfel cp be3 Tegels unb 
bem.3BinfeI co bcr Slbroicfctung fcincä 3)lantclö lautet gemä^ früher (314) 

w = -^ . 360» = sin f/? . 360« 

468. 2)er ÜKantel beä f entrechten Äreiäf egelftumpf § , ein ÄreiSauäfd^nitt^ 
ring, beffen Sreite glcid^ ber SKantellinie s beä Äegelftumpfä ift, ergab ftd^ 
gemäfe frül^er (317) gu 

M = ;rs (r + r') = ^ (r + r') l/(r — r')* + h~* 

r + r' 
2)urd^ Ginfül^rung ber ÜKittellinie bcS Sld^fenfci^nittä — ^ — = Q folgte 

M = 2 ;rö . s 
unb brittenS mit Senü^ung beS SDlittellotS p gur SKanteUinie 

M = 2;rp.h 

469. ®er Söinfel & beS ÄreiSauäfd^nittö, in roeld^em bie abgerollte 3Rantel= 
ftäci^e beg ^egelftumpfS liegt, ergiebt fici) auS 

& _ 271V 2i;rr^ 

360 "" 2 ;rx — 2 ny 

& 271 (t—t') t — t' 



360 2;r(x — y) "■ s 

i5^ = ^~~^ . 360« = sin o) . 360« 

s ^ 

wobei X unb y bie SWantellinien beä ganjen unb beS SrgänjungSfegel bejeid^nen, 
q) erjeugenber Söinfel beä Äegete ift. 

©amtliche 2lu§brücfe gelten nur für bie TOantetfläd^en fenfred^ter, nid^t für 
biejenigen fd^iefer Äreiäfeget unb ^f^umpfe. 3)ic Sered^nung festerer ift eine 
fd^roierigere. (SSergl. bie SlbraidEelung fd^iefer Äreiäfegel 312.) 



Seifpiele. 

470. 1. Seifpiel: Sine ^Ppramibe burd^ ^ßarattelebenen jur ®runbfläd^e 
in n gleid^e Steile ju teilen. 

Sebe biefer n — 1 ^ParaHelebenen fd^neibet, nad^ ber ©pi^e ju, eine ber 

geg. ^ßpramibe äl^nlid^e ^ß^ramibe ah. ®ie 3"i^ölte lefeterer betragen — , 
o -V 1 n 

, . . . beSjenigcn ber geg. ^gramibe. ®ann folgt, xotnn s^, 

«2 . • • Sn-i bie auf einer Seiten!ante s ber geg. ^P^ramibe burd^ bie ^ßaraDel- 
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ebenen erzeugten Seitenfanten ber S^eilppramibcn finb, na6) bem ©a^ über baä 
SSerl^ältnig ber ätauminl^alte ä^nltd)er ^pramiben: 

s^ n s^ n * * ' * s* n 
roorauS 

Si = l/ S S2=l/— .8 So -1=1/ 5-^^^ S 

'^ n '^ n '^ n 

®iefe ©trecfen, von ber Spi^e auS auf s abgetragen, geben bie S^eilpunfte, 
burd^ welche bie ^arallelebenen ju fül^ren jtnb. 

471. 2. Seifpiel. ©ine regelmäßige breifeitige unb eine regelmäßige* 
Dierfeitige ^ß^ramibe,- in rüü6)tn bie ©eitenfanten ben ©runbfanten gleid) finb, 
l^aben gleid^e Dberfläd^en. 2öie Derl^alten fid^ il^re S^^^^^^te? 

S)ie Äante ber breifeitigen ^ßgramibe fei x, biejenige ber uierfeitigen y, 
fo ift _ 

3 j- • ^ ' ^^4 — y / ^3 ö"- • ^' ^4 — - 2~ • y 



fomit 

ober 
iDoraud 

X 



2 



4.\:^x* = y^ + 4.^Z?.y2 
4 ^ ^ 4 "^ 

l/3.x^=:(l + l/3')y' 

1 + 1/3 3 + 1/3 ^ X y^3 + l/3 
unb — = 



y' l/3 3 y \/3 

3)ie aSoIumina beiber ^ßpramiben werben 

^~3' 4 3 12 

fomit _ 

Ja, _ _ x^ _ (3 + 1/3) 1/3 + \/3 



V4 2y» 2.3.1/3 6 \/3 



(3 + \/3) 1/^3 + l/'3 
itun ift: 

61/3 _ 6 1/3 . |/3 + 1/3 _ 1/3" . 1/3 + 1/3 



(3 + V^|/3 + \/3 (3 + 1/^3^1* 2 + 1/3 

_ 1/ 3 (3 + t/3) (2 — \/3 )' 
(2 + v/3) (2 — \/3) 

= 1/3 (9 — 5 t/3 ) 
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V4 ~ K27 — 15 l- 



o 



= 1 : 1,0096, etwa 1000 : 1010. 



giß. 206. 



472. 3. Scifpiel. Gincr Äugcl t)om §albmcffcr p ift eine abgcftumpftc 
gerabc 5ßpramibc umfd^rtcbcn, bcrcn (Srunbfläd^c ein duabrat mit bcr 3)ia9onaIc4(> 
ift. Sercd^nc S^i^alt unb Cbetfläd^c bicfcä ^^ramibcnftumpfö. 

2)ic Äugcl bcrül^rt ©runb* unb 3)ccffläc^e in 
ben ^iagonalfd^nittpuntten. ^ie ^öl^e ift ballet 
ein Äugclburd^mcffer. (Sine burd^ il^n gelegte ®bcnc 
parallel einer ©runblante fd^neibet ^ugel unb 
^^ramibenftumpf nad^ einem ©ro^reiä mit um^ 
fd^riebenem gleid^fd^enfligen 2^rapej. ®ie parallelen 
©eiten finb %k\ä) ben Äanten ber ©runbs unb 
2)ecffläd^e, bie Sd^en!el gleid^ ben §öl^en ber Dier 
fongruenten feitlid^en 2^rapeje. 3lu§ ber l^atbcn 
©iagonale^ 2 p beS ®runbfläc^enquabrat§ bered^net 

fid^ bie l^albe ©eite beSfelben AE = \/2~. q. 5Die l^albe ©eite DF = DG = x 

beä üuabratä ber 2)ecffläd^e ergiebt fid^, ba 




<^AOD = -^ ^FOG + Y ^EOa = 90« 



aug 



m 



unb 



0G2=:DG. AG 

l/2~ 



ober 



l/i5 . () .X 



X = 



AD = l/'EF2-f (AE — DF)2 = {/ 4p^-\-(\/2. 
31/2" 



1/2 ^^ 
-Ö-P 



■) 



o 



fomit 



V = 



2(i 
3 

28 



(4.2(>^ + l/8(>^2(>^ +4.^(>^) 



o 



= 8()2-j-2(>2_|_4 
= 28o2 



3 1/2 



31/2 



473. S)a allgemein ber SDlittelpunft ber einbefd^ri^benen Äugel eineä be- 
liebigen SSielfläd^nerS »on n ©eitenfläd^en Gj, Gq, . . . Gn alä ©pi^e oon n ^Ppra-- 
miben htixaä)tti werben fann, roeld^e biefe ©eitenfläd^en p ©runbfläd^en unb bie 
gu ben 33erül^runggpun!ten gejogenen §albmeffer q ber Äugel ju §öl^en l^aben, 
fo folgt, ba^ baS SSolumen be§ ^ielflqd^nerä 
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V = -g- Gl . (> + -^ G.2 . p + • • • + -3^ Cjn . (> 

= "ö" (Gtj + Gr2 ~i~ • • • "f" ^n^ • 

ober V = -ö- . (> 

fotnit 

Sa|: 2)cr Slaumtnl^alt cineä beliebigen, einer Äugel umfd^riebenen SSicI-- 
fläd^nerS ift gleid^ bemjenigen einer ^ßpramibe, roeld^e bie Cberf(äd^e beä SSiel^ 
Päd^nerä jur ©runbfläd^e unb ben Äugell^albnteffer j^ur ^'6f)t f)at 

Stuf bie oorl^ergel^enbe 3lufgabe angeroenbet, folgt 

28 1 

-g-()3= -0.(> woraus = 28(>2 

474. 4. Seifpiel. 6in Äreiäauäfd^nitt oom ^albmeffer r unb 3entrt' 
TDtnIet (z wirb gu einem ÄreiSfegel juj'ammengeroHt. SBeld^en Slauminl^alt 
f)at biefer? 

2)er entftel^enbe ^egel l^abe ben ®runb!ret§l^albmeffer x unb bie §5l^e y, 
bann ift bie SKanteltinie l/x^ + y^ wnb bal^er ber 3Dlantel 

li/L=7tx\/^x^ + j^ =-^^^7tr^ 1) 

©runbfreiSumfang 

2^x = -gg^.2;rr .2) 



woraus 



unb 



fomit 



a 



360 



^ - 3 ^ • V 360 / "^ • ^ ^ V 360 ; • 
3 V 360 / ^^ V 360 j 



TIT 



475. 5. SeifpieL 2Bie mu^ fid^ ber ^atbmeffer ber Deffnung jur §öl^e 
eines fegeiförmigen 3^rid;terS t)erl^alten, roenn berfelbe bei gegebener Söanbung m qcm 
bie meifte ^Jlüffigleit f)atten foH? 

§at ber S^rid^ter ben ^albmeffer x cm unb bie §öl^e y cm, fo ift 

-ö" iTTx^y = max 1) 
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mit bcr Scbingung 

:rx\/x« + y» = in; .2) 



bcn aScrt 



2 m* j 



auä 2) in 1) cingcfe^t, folßt 

o" ^ x' 1/ — 7—5 X* = -^ X \/m'^ — Tt^x* = max 

3 '^ Tt^x^ 3 

ba^cr 

X \/m^ — 7t^x* > (x ± a) l/m* — 7t^(x± aY 

ober x^ (m« — :T*x*)>(x« + 2r^x) (m^ — ^r^x* — 4;r^axO 

tDorauä 

0>-t c^ (— 3!;r«x* + m«)x 
fomit 

x(— 3;r*x* + m«) = 
l^ierauä folgt 

1. X = giebt baS SKinimum: unbraud^bar. 

2. 3^«x* — m^^O 

unb ba^er 



roorauS ^ _ 1/ ^?^ 



= 1/^=;:^ = ^^- . V 



m 



ballet 

X : y = 1 : l/2~ 

3n Sffiortcn: §al6mcffer unb §ö]^c ftc^cn im fclbcn 3Scr]^ältni8 roic bie 
Seite unb diagonale eineä Quabratä. 

@in Sted^tecf, beffcn Seiten fid^ oerl^alten wie bie ©eite unb 3)iagonole 
eines Duabratä, l^ei^t ein „SRed^tecf fd^önfter gorm". ®er 2ld[)fenfd^nitt beä foni^ 
\i^zn 2^rid^ter§ ift fomit oon einem 9led^terf fd^önfter ^onn berjenigc 2^eil, ber 
oon ber fteineren Seite unb ben ^älften ber ^Diagonalen begrenzt wirb. 

476. 6. Seifpiel. ßiner ^albfugel t)om ^albmcjfer R benicnigen abgc- 
ftumpften Äegel einjubefd^reiben, ber ben größten 3KanteI befi^t unb ben ©runb- 
freiö ber ^albfugel jur ©runbfläd^e l^at? 

®er ^albmejfer beö ®erf!reifeä fei x, bie ^Rantellinie y, fo ift 

;ry (E, -f" x) = mSiX 1) 
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mit ber Scbingung 
auö 2> folgt 



R2 = x^ + (y^ - [R 
X = R — 



X 



V) 



2R 



unb fomit 



ny 



bälget 
ober 
TDorauS 
fomit 



(^R-f-R--J^j- 2] 



2R/- 2R (4R^-y')y = max 

4R«y _ y3 > 4RMy ± «) - (y ± «)' 
4R2y — y^ > 4R»y + 4caR^ — y' — ^^cy 

0>±c^(4R2-3y«) 
4R2-_3y'* = 

y = — ö — ^ 



x = -3-R 
M= ^3 !;rR' 



2) 



2)ic t)on bcn ßnbpunftcn beS 2)urci^mcffcr§ bcS 2)ccffreifcS gefällten 
begrensen ein SRed^tecf fd^önfter gorm, beffen 2)iagonale y ift. 



en 



Äitgef itn6 Äugeffeife. 

477. 3wei unenblid^ benad^barte ^ßarattelebenen fd^neiben bie Äugelfläd^e 
nad^ jroei Äleinfreifen, roeld^e einen unenblid^ fd^malen ^täd^enftreifen ber Äugel, 
eine fogen. 3^^«/ begrenjen, bie mit ber SKantelfläd^e beä ben beiben Äleinfreifen 
al§ ©runbfreifen jugel^örigen fenfred^ten Äegelftumpfä t)ern)ed^fe[t werben barf, ba 
eS geftattet ift, in bem burd^ eine ju ben ^(einfreifen 
fenfred[)te (Sro^freiSebene erzeugten 2ld^fenfd[)nitt ben 
bie 3o^c erjeugenben unenbli^ fleinen ©roPreiö-- 
bogen mit ber jugel^örigen Seltne, ber Äegelftumpf- 
mantellinie, gu »erroec^feln. 2)aS SKittellot p ju 
biefer 3KanteUinie trifft bie 3td^fe beS ^egelftumpfä 
im Äugelmittelpunft unb mirb im ©renjfaH jum 
Sugell^albmeffer R. Somit ergiebt ftd^, roenn hi ber 
unenblid^ Heine 3tbftanb beiber ^araHelebenen, bie 
gläd^e fj ber uncnblid^ fd^malen 3one gemä^ 468) 
aus 2;rph8U f^^2;rR.h, 



gig. 207. 



S5 
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Sericgt man ba^cr bie ^läd^c Z einer Äugeljone mit bcr enblid^en ^öl^e h 
burd; ^arallelebenen ju ben ©runbf reifen in unenbKd^ »iete, unenblid^ fd^male 
3onenftreifen mit ben Derfd^roinbenb fleinen §ö^en hi, h2, . . ., fo folgt 

Z = f i + f , + £3 + . . . 
= 2;rR . h, + 2:;rR . h^ + . . . 
= 2;rE(hi + h-^ + . . .) 
ober Z = 2;rB.li 

Söirb bie eine ber bciben ©runbfreiäebenen jur Serül^rungSebene an bie 
Äugel, fo roirb bie 3^"^ jur Äugell^aube (3tbfci^nitt, Segment, Äalotte). 3f* t 
bie §öl^e ber §aube, fo ergiebt fid^ il^re ^läc^e H, mie bei ber 3^"^/ 8" 

H = 2;rB.h 

SBirb aud^ bie anbere ©runbebene burd^ ^arattefoerfd^iebung jur Serül^rung§= 
ebene, fo wirb bie 3one bejro. bie Äugel^aube jur Dberfläd^e ber Äugel 
felbft, baber 

ober = 4;rB^ 

fomit 

Sa^: 3)ie gefrümmte ^läd^e ber Äugeljone bejro. §aube ift gleid^ bem 

jroifd^en bie erweiterten ©runbfreiäebenen bejm. jroifc^en ©runbfreiä- unb parallele 

Serül^rungsebene fattenben Stürf ber 5IJlante[fIäd^e be3 ber Äugel umfd^riebenen, 

JU ben Srunbfreifen fen!red^ten Serül^rungöc^tinberä. 

©a|: 2)ie Dberfläd^e ber Äuge! ift gleid^ bem 3D?antel be§ i^r umfd^riebenen 
quabratifd^en Serül^rungScplinberS. Sie beträgt ba3 SSierfad^e ber ^läd^e eine§ 
erjeugenben ©ro^freifeä. 

478. Sebeutung biefer Sä^e für bie Äugelabbilbun g. Gr- 
roeitert man bie Sreitenfrei^- unb SDleribianebenen bis jum ©d^nitt mit bem jum 
3lequator fenfred^ten, bcr Äugel umfd^riebenen Serü^rungScplinber, fo bilbet ftc^ 
gemä^ 477) jebeö 9{ed;tcdf bcS ©rabne^eS alö fläd^engleid^eä 9led^tedf ah, unb 
ba jebeS Sanb fid^ an^ einer mel^r ober weniger großen Slnjal^I folc^er ©rabne^- 
red[)tede — man roä^Ic biefelben nur fel^r Hein — unb beren ®reiedPöl^älftcn 
jufammenfe^t, fo l^at aud^ bie 3tbbilbung eineä Sanbeä benfelben ^läd^eninl^alt, roie 
baö Sanb felbft. 2)ie Slbbilbung l^ei^t bal^er fläd^engleid^ ober äquivalent. 
Sic ift nid^t minMtreu wie bie SUerfatorprojeftion, audf) erfolgt bie 3Scrjerrung 
gerabe im entgegengefc^tcn Sinn, ba bie Slbftänbe bcr 33reiten!reife t)om Slequator 
nad^ ben ^Polen l}in ah-, bei bcr 9Jlerfatorproje!tion bagegen june^men. 35ie 5Pole 
felbft bilben fid^ ab aU bie beibcn ©runbfreife beö GplinbcrS. 

3Ba3 für eine Sinic ift bie diagonale, meldte ein auf bie ßplinberfläc^e 
abgebilbeteg Sled^tedE in jroei fläd^englei(^c 2)reiede teilt? 

479. SSergleid^t man ben für bie ^läd^e bcr Äugell^aube unb 3*^'^^ Ö^-- 
funbencn 3luäbrud 2;rRh mit bcmjcnigcn für bie SRantelfläd^c be§ Äegel^ 
ftumpfä 2;rph, fo ftimmen beibe übcrcin für p == R, b. 1^. 
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Sa^: I)ic gcfrümmtc %lää)t ber Äugcll^aubc Bcjid. 3önc tft glcid^ bcm 
^rotfd^en bcnfclbcn ®runb!rciScbcncn Kcgcnben Äcgclftumpfmantct, roeld^cr bcn 
Äugelfrcig berührt, bcffen ßbcnc bic ^'öf)t l^albicrt. 

Scbcutung für bic Äcgclabbtlbungcn bcr Äugcl? 

^r bte Sottfugcl gcl^t bcr Äcgclftumpf in bcn Scrül^rungSc^linbcr über. 

480. 3ft s bic Dom 5ßol bcr §aubc nad^ x\)vtm ©runbfrcis gezogene 
Se^nc, fo folgt, ba 

an6) 

= 7ta^ = 2.TR.h 
bal^cr 

®a^: ®ic gcfrümmtc fjläd^c bcr Äugcl^aubc ift glcic^ bcr %l&d)t cincö 
Ärcifcä, bcffen $albmcffcr bic bcm fpl^ärifd^cn §albmcffcr bcä ©runbfrcifeS ju-- 
gel^örigc ©cl^nc ift. 

©onberfall: ^ür bic SSoHfugcI wirb s = 2R, bal&cr 

;rs* = 4;rR- 



^aitiitin^Cfe, texe^ntt na^ ber ^xf^anflionsmett^obt. 
^ttgeCaitsfiftniff (^itgeCfeiUot). 

481. ^cr ^ugclausfd^nitt fann cntftanbcn gebadet n)erbcn burd^ ^rel^ung 
eines ^rciSauäfd^nittä um bic bcn 3^«trin)in!cl l^albicrcnbc ®crabc. 3)cr Sogen 
befd^rcibt eine Äugcl^aubc »on ber §öl^c h, bic §albmcffcr einen auf bcm ©runb^ 
frciä bcr §aubc aufru^enben fcnfrcd^tcn Srciäfcgcl. S^rfcflt man bic ^läd^e bcr 
§aubc in unenbKd^ uielc uncnblidf) fd^male ^läd^cnftüdfd^cn fj, £2, £3 ... , bcren 
jcbeä ate eben betrad^tet werben barf, fo fc^t fid^ bcr ©cftor auS cbcnfooietcn 
unenblid^ fd^malcn Äegcln jufammcn, rocld^c jene gläd^cnftüdfd^cn ju ©runbfläd^cn, 
bcn Äugclmittctpunft jur gcmcinfamcn ©pi^c unb bcn Äugcll^albmcffcr R jur 
§öl^c ^abcn. ^al^cr ift baä aSolumcn bc§ ©cftorS 

V = q" £1 • R ~f" "^ £2 • R ~f" • • • 

= yR(£i + £,+ ...) 

= g-R . 27iRh 
^^^^ ^ ^ 1121. 

wobei h bic §ö^e ber jum Äugclfcftor gcl^örigcn Äugcll^aubc ift. 

Sauerbed, Stereometrie. 16 
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.fttigef. 

482. SBJirb h = K, fo gc^t bcr Seitor in bie ^alblugcl über, fomit für 
h = 2 R, aSoIumen bcr Äugcl 

ober 4 

fomit 

©a^: SDie Äugel ift raumgleic^ einer ^pramibe (Äegel), beren ©runb^ 
fläche gleich ber Dberfläd)e unb beren $ö^e gleich bem ^albmeffer ber ^ugel ift. 

5}ergl. ju biefen Sä^en ben über Slaumin^alt, Dberfläd^e unb ^albmcffer 
ber einbefd^riebenen Äugel eine« SSielfläd^nerä beftel^enben ©a| 473) 



483. 2)ie Äugel^aube ergiebt fxd^ atö Unterfd^ieb beä 3luäfc^nittö unb feineö 

zugehörigen Äegel«. SDa jroei ber brei ©rö^en, Äugel^albmeffer R, ©runbfreiö- 

^albmeffer r unb §aubenl^öl^e h bie britte beftimmen — geometrifd^: man seidene 

baS erjeugenbe Segment auS je jroei biefer SeftimmungSftüdEe, algebraifd^: bie 

Stral^Ien üon einem 5ßunft beS ©runbfreifeä naä) ben (gnbpunftcn Deö §um ©runb- 

freis fenfred^ten Äugelburd^mefferö fd()Iie^en einen rechten SBinfel ein, bal^er bie 

nad^ bem §öl^enfa^ im red^troinfligen 3!)reierf jroifd^en obigen brei ®rö^cn bcftcl^enbe 

Sejiebung 

^ ^ ^ r2 = h (2R — h) 1) 

— fo erl^ält man für baS SSoIumen V ber §aube brei oerfd^iebene 3luöbrürfc, oon 
weld^en jebod^ nur bie beiben in (R, h) unb (r, h) gebräud^Iid^ finb. ©omit 

V= -^ TlR' . h — -^ Ttv' {B, — h) 

2 1 

=: -g- nü^h — -^Tih (2R — h) (R — h) 

0^'' V = -f hM3R-h) 2) 

®e|t man in biefem @rge6niS ober fc^on ftü^et in bem nod^ unentroicfelten 9(us: 
btud V, für E feinen SBert in r unb h auä 1) 

fo folgt mä) SBereinfad^ung ber anbere 2luäbru(f für boS SSoIumen V ber $au6e 

\=-|-h(3r* + h^) 3) 
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^m SonbetfaH für h = E wirb ani) r = E unb bic §aubc toirb jur §albfugcl, 
bereit 3SoIumen 

V = -^ EM3R — R) = -^ R (3R=^ + Ii') = ^ nW 



^ntttfd^id^t {?0tie). 

484. ®ie So^^ bered^net fx6) auä ben Beiben $aIBmeffem r > r' bcr (Srunbs 
f reife unb ber ^ö^e h ald Unterfd^ieb ber beiben ^ugell^auBen, bie über ben 
©runbfreifen nad) berfelben Seite l^in fid^ erl^cben. ©inb x> y bic §öl^en bicfcr 
.t>ouben, fo folgt 

V = -f xM3R - x) - ~ r (3E- y) 
= -^[3R(x^-yO-(x3-y«)] 

= -f (x - y) [3R (x + y) - (x^ + xy + y^)] 
nun ift 

t = X — y 

r^ -J- x^ 
r' = X (2R — x) rooraug Rx = — -^- 

r'* 4- v^ 
r'^ = y(2R-y) , „ Ey ^ ^^ 

bal^er 

^ = T" ^ ["l" (^' + ^') + ^ (^" + y') - (^' + xy + y^)] 

= -^ h [3r^ + 3r'^ + (x^ + 2xy + y^] 

ober 

\ =nT^.-^ + ^r - • "2" + T" ^ V^j 
fomit 

®a$: 6ine Äugelf d^id()t ift raumgleid() ben beiben auf il^ren ©runbfläc^en 
rul^enbcn ßplinbem t)on l^alber §öl^e unb einer Äugel t)on berfelben ^öl^e. 

^ür r' = gel^t bie 3one in bie §aube, für r' = unb r = R = h in 
bie Äugel über. 
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485. 2)ie ^löc^e be3 ^leinfreifeg, nac^ tDeld^em eine beliebige im Slbftanb x 
5ur älequatorebene parallele 6bene bie ftugel fd^neibet, ergtebt ftd^ au§: 

DC- = D02 — CO* 

burd^ SOtuItiplifation mit 7t ju 

7tT^ = ;rR* — iTx* 

b. ^. als Äreiäring gmifd^en bem Umfang eines unDeränberlid^en unb bemjenigen 
eines tjeränberlid^en ÄteifeS. Sringt man biefe ÄreiSringc in ben begügltd^en 

ÄleinfreiSebenen jur 3)arfteIIung, fo etfd^einen bic 
unüeränberlid^en Äreife t)om ^albmeffer R als 
©d^nitte ber Ebenen mit bem 9RanteI be§ ber 
Äugel umfd^riebenen, ^um Slequator fenfred^ten 
quabratifd()en Serü^rungScpIinberS, bie Deränber« 
lid^en alä ©d^nitte mit bem 5!)lantel beS über ber 
3)erffläd^e biefeS ßpIinbetS errichteten fenfred^ten 
ÄreiSfegelS, ber feine ©pi^e im Äugelmittelpunft 
unb einen erjeugenben 3S3in!eI t)on 45® l^at, benn 
es ift aisbann CF = RunbCE = CO = x, ba^er 

n .DG' = 7i . CF^ — ;r.CE^ 

b. 1^. bie ^alblugel unb ber burd^ Umbrel^ung beS red^troinfligen 3)reiedES ABO 
um OP erjeugte ringförmige ^ol^lförper, ber übrig bleibt, menn ber Äegel t»om 
ßplinber abgezogen wirb, l^aben in gleid()er §öl^e gleid^e ©d()nittfläd^en, ftnb alfo 
EaDalierifd^e Äbrper unb fomit raumgleid^. S)al^er 

§albfugel = ßplinber — Äegel 







;rR*.R 



3ugleid^ ergiebt fic^ baS 3Ser^äItniS ber ^nl^alte 

1 2 

^egel : §albfugel : Splinber = -q- tiB.^ : -^ ttR 

= 1:2:3 



;rR^ 



^itgef^ditBe. 

486. a)ie Äugell^aube DPD' ift nad^ bem 6at)alierifd^en ©a| raum^ 
gleidd bem ringförmigen Körper AFEA'F'E' unb biefer felbft ergiebt fid^ aU 
Unterf^ieb beS SpIinberS AFFA unb beS ScgelftumpfS AEE'A. 3ft OP = h 



j^örperbered^nungen. 245 

bie gcmcinfamc §5l^c biefcr Äörpct, fo folgt CE = CO = R — h unb fomit 
ba§ 3SoIumcn V bcr §aube 

V = i;rR^ h — -^ [R'^ + R (R — h) + (R — h)^ 
= -^hM3R-li) • 



487. a)ic 3onc DKK'D' bercd^nct fic^ ate Untcrfd^ieb bcä Splinberä 
FHH'F' unb bcS Äegclftumpfä EKK'E'. ©inb OC = u unb OM = v bie 
Gntfcmungcn bcr ©runbfreiäeBenen t)om Äugclmittelpunft, alfo luq^kii) bie ^alh 
meffer bcr ©runbircifc bcS Äegelftumpfä, fo folgt 

V = 7[R' . h ^ (U^ + UV + v^) h 

$ier pnb für u, v, R bie §aIBmcffer r unb r' bcr ©runbf reife unb bie 

«ööl^e ber 3ow^ 

h = u — V 

einzuführen. Um feinen bcr Sffierte 

R2 = u^ + r^ unb R2 = V* + r'^ 

üor bem anbercn ju beoorjugen, fe|en wir ber f^mmetrifd^en Sel^anblung wegen 

ba§ 3Jlittel 

^, u' + y' + t' + t" 

bann wirb 

V = -^ [t" ^'^' + v' + r' + r") — (u^ + UV + v^)] h 

= -f- [3r2 + St'' + (u^ — 2uv + v»)] h 



Seifpiele. 

488. 1. 33eifpiel. @ine Äugel oom §albmeffer R f)at eine cplinbrifc^e 
Surd^bol^rung, beren Iid)te SBeite 2 r ift. ®efud)t baä 3SoIumen beä übrig bleibenben 
^ugclringg. 

3)ic ^albe §ö^c beö Slingä bejro. be§ ßplinberä fei h, fo ift baä 3Solunten 
beSfelbcn 

V = -3- Ttü' — ;rr^ 2h — 2 . ^ (R — h)^ (3R — R + li) 

2 
= — 2;rr« . h + 2;rR- . h — -^ ;rh^ 



1 
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2 
^27th. h^ — -ö-7rh» 

ö 

b. 1^. ber Sting ift raumgleid^ einer Jlugel, toelc^e bie $ö^e bed Stings gum 
^urd^meffet ^at. ^al^er ftnb a\xi) alle aud bemf elben Stoff gefertigten ^uge(: 
ringe oon berfelben $5^e, gleid^giUtig, n)e(c^ed ber ^ugell^albmejfer ober bie lid^te 
äSeite ber ^urd^bol^rung fein mag, gleich fd^roer. 

489. 2. Seifpiel. SEBie gro^ ift bie $5l^e einer Äugell^aube, bie IVöind 
fo gro^ ift als ber 9RanteI beö auf bemfelben ©runbfreis (auf entgegengefe^ter 
Seite) fte^enben geraben Tegels, beffen ©pi^e auf ber Äugelfläd^e Regt? SBic 
Derl^ält ftc^ bad SSoIumen bed an^ $aube unb Kegel befte^enben Körpers ^u betn^ 
jenigen ber Kugel? ©egeben ber Kugel^albnteffer E/ 

3ft X bie ^öf)t ber §aube, y ber ^albmeffer beä ©runbfreifes unb s bie 
Äegelmantellinie, fo folgt 



wobei 

unb 

bal^er 



y« = x(2R — x) 
s* = 2R(2R — x) 

2;rR . x = -^ \/x (2 R — x) l/2R(2R— x) 



5 
= -^ (2 R — x) l/2R^ 

35er gemeinfc^aftlic^e gaftor beiber Seiten 

l/2Rir = 

giebt eine erfte Söfung: ^r biefen %aü wirb ber Kegel jum Kugclburd^mefier, 
bie §aube ju beffen ©nbpunft. (£s bleibt bal^er 

l/2R^=-|-(2R — x) 

TOorauö 

18x' — 97x = — 72R* 

unb fomit 

_ 97R±65R 

^"" 36 

fomit ber einjig brauchbare SBert, ba x < 2R fein mu^, 

x = -^R 
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35o(umcn bcö Äörpcö = 



7t 



64 



3 • 81 
1216 



R 



19 
9 



R + 



3 



8 _ 10 10 

"w XV . i-w xv» . — r: — R 



9 



9 



ba^er 



— 2187 '^^ 



fiörper 
^ugel 



1216 ^, 4 ^, 
;rR':-7r-;rR' 



2187 

1216 . 3 
2187 . 4 

1 



3 

504 
729 



: 1 = 0,69 : 1 



1 



729 



b. ^. 



504 



1-H 



25 



= 1 : 1,45 



56 



Äugcl = 1,45 >: Körper. 



490. 3. ScifpicI. Gincr Äugel üom ^albmeffcr R bcn ficinftcn Äegcl 
^u umfd^reiben. 

Umfd)rcibt man bcr Äugcl bic üerfd^ie^ 
bcnftcn Äcgcl, fo ergiebt ixd^ als eine ©rcnjf orm 
ein unenblid^ ^ol^cr ß^linbet, afe anbere ein 
^arattelebenenpaar. S^H^^i^ biefen SWajima 
beS Slauminl^altö mufe baö 5JHnimum liegen. 
3ft X ber ©runb freig^tttbmeffer, y bie §öl^e, 
alfo l x^ + y^ i>ic 5!)lanteIIinie beS gefud^tcn 
Segels, fo foÜ werben 

— ;rx*y = mm 

mit ber, auS bem Sa| über baö üuabrat ber Tangente folgenben 33ebingung 

(l ^x^ + y*^- x)^ = y (y - 2R) 
woraus nad^ j^roeimaligem Quabrieren 




x« = 



bal^cr 



y— 2R 



.R 



3" ^- V — 2R -^'7 = ^1111 



mobei eS genügt 



gu mad^en. Somit 



2R 



mm 



< 



{y±ccy 



y-2R ^ (y±e^) — 2R 



cntroicfelt mit + ^ 

y» + c^y' — 2Ry' < y' + 2ay^ — 2Ry2 — 4c^Ry 
ober 0<±f/(y — 4R)y 
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fomit 



y(y-4R) = 



2)ic £öfung y = cntfprid)t bcm ^aü bcä SWinimum , rocnn ber ficgcl 
jum $unlt jufammenfc^rumpft. (^ie ^ugel als anbefd^riebene jlugel ju betrachten.) 
^ie TDirflid^ brauchbare Söfung ift ba^er 



fomit 



y — 4R = 
y = 4R 



unb 



x = V2.B. 



1 8 

y ;rx'y = -^ ;rR' b. 1^. Äegel =2x Äugel. 



491. 4. Seifpiel. 2Bie ^od^ mü^te man 
jtd^ über bie Srboberfläd^e ergeben, um eine f$löci)e 
oon F qkm }u überbliden? 

^te Don ber ^öi^e x km aud überblicfte 
^läd^c F ift eine Äugel^aube von ber §öl^e y, 
beren ©runblrciä (§orijont) burd^ ben com 
@tanbpunft aud an bie @rblugel gelegten Se- 
rül^rungdlegel beftimmt mirb. ^a 

le^tere a(d $eripl^erien)infe( über ben gleid[;en 
Sögen BD = B'D, fo folgt 




AB^ AB _ AK 

"BC ""^ BC "" BK 



R + x 
R 



axx^ AACB cso aABK 



fomit 



unb 



X 

y 



R + x 



R 



2;rR .y = F 



1) 



2) 



a\x^ biefen jroei Oleic^ungen beftimmen fic^ bie Unbefannten x unb y, inö: 
befonbere 



F 



X = 



2;rR2 — F 



. R km 



492. 5. Seifpiel. ®inem regelmäßigen ^etraeber von ber Äante a ift 
eine ßugel einbef d^rieben , bem übrigen ber @pi|e pi gelegenen 9taum mieber 
eine bie üorl^erge^enbe berül^renbe Äugel u. f. f. Sered^ne bie ©umme ber ^n- 
l^alte au biefer unenblic^ üielen Äugeln unb baö 35erl^ältni8 ber erften jur Summe 
aller übrigen. 

©inb Q, (?i, ()2 ... bie §albmeffer biefer Äugeln, h, hj, I12 . . . bie $ö§en 
ber S^etraeber, benen pe einbefd^rieben finb, fo folgt 
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hl ^ 



P3 = ^ = 



4 • 
1 

TP 



vA- 



a 



4 

8 



o 



h4= 2(>3 



u. f. f., fomit bie ©umme S aller Äugeln 

4:71 



S = -3- (p' + P,' + P2' + . . .) 

3 y^-»- T" 2s I 2* ' 2^ ' * ' 7 ^ 
5Run ift bie Summe s einer geometrifd^en SReil^e üon n ©liebem 

s = a4"a'q + aq'*4" •••"]" aq*^""^ 



= a(l + q + q^ + . . ■ + q^^"^) = "V^^ 

f ür n = cx) unb q ein ed^ter Srud^, wirb q» = 0, bal^er 

1 



a 



unb fomit 



s = 



S = 



1-q 

4:7t 



. a 



1 — 



1 , 32 , 1/6 

y-p'-äT^^ = 189" 



;ra 



femer 



23 



4 32 

I. Äugel : S = -g- ;r (>^ : -gj- nQ^ ==7:8 



b. 1^ bie I. Äugel = 7 x ©umme aller übrigen. 

493. 6. Seifpiel. Sluf ber Sld^fe eines einer 
Äugel t)om ^albmeffer E umschriebenen GpIinberS jroei 
t)om Äugelmittelpunft nad^ entgegengefe^ten ©eiten 
gleid^roeit entfernte 5Pun!te fo ju beftimmen, ba| bie 
Dberfläd^e be§ com ßplinber unb ben beiben, üon ben 
fünften an bie Äugel gelegten Serül^rungäfegeln ge-- 
bilbeten ÄbrperS ein SKinimum wirb. 

6g genügt, bie l^albe Dberfläd)e ^u einem 9Jlini'. 
mum ju mad^en. 3ft y bie l^a(be ßplinberl^öl^e, x + R 
bie ßntfemung beä einen ber gefud^ten 5ßunfte t)om 



gtg. 211. 
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ilugelmittclpunft, fo ergicbt fxd; bic üon bicfem 5ßunft an bic Äugel gelegte 
Xangente auä 

unb fomit bte ^egelmanteUinte 

AB = y + l/x (x + 2 R) 
folglid^ 

2;rR . y + !tR (y + K x (x + 2R)") = ;rR (3y-f l/x (x + 2R)) = mm 

ober 

3y + l/x(x + 2R) = min 1) 

mit bet an^ A A F B f olgenben Sebingung 

' (y + l/x (x + 2R) )2 = (x + R - y)« + R^ ... 2) 

TDOtauä 

y l/x(x + 2R) = R'^ — xy — Ry 2a) 

unb 

= R» (R2 + y« — 2xy — 2Ry) 
TDOtaud 

Se|t man in 1) den SBert ber SBurjelgröße an^ 2a) unb in biefem fetbft 
njieber ben SBert für x au^ 2b), fo folgt 



jober 



3y + y-x-R = 3y + y-^ — "2 +R-R 

1 5y« + R^ 
= - . = mm 



fomit 

5 y^ + R' 6(y±ay + -R^ 

t)a^er 

öyMy + «) + R' (y + «X 5y (y + «)* + R^ 
ober 

5y« + 5«y2 + R^y + «R» < 5y« + lOc^y^ + R«y 

morauS 

0<±c^(5y' — R^) 

fomit 

5y2 — R2 = 

5" 
3l/5 



y = -r-"R 



X = — r — R — R 
5 



3ur SSeftimmung beö erjeugenben SBinfels qp beä gefachten Äegefe f)ai man 



^örperberec^nungen. 



251 



A F = X + R — V = ^-V^ R 



31/5 



fomit 



5 



R 



AB = y + l x(2R — x):: 

AF 2 
XB = S^ "^^^ ^ 

Seidene l^icrnad^ <^ (f. 3)ic 3WantcIfIäci^e M ergieBt fid^ ^u 

M = 2 ;rR (3y + l/x(x + 2R)) 

= 21 5. :tR* 



von IKm&re^ungsßörpern,*) 

494. A. ein beliebiges A ABC breite fic^ um Siö- 212. 

eine beliebige fefte ©erabe feinet ebene, bie aber au^et: 
l^alb be§ ^reiedd liegen foQ, als Sld^fe. Surd^ bie 
2lbftänbe p, q, r feiner brei ©dfen üon ber Sld^fe unb 
ben 5ßrojeftionen m unb n ber beiben fleineren ©eiten 
auf biefelbe ift Sage unb (Seftalt beä 3)reiedEs einbeutig 
beftimmt. 3)ie t)on ben Seiten beä 35reiedEs befdferiebenen 
^egelftumpfmäntel , bie ju je jn)eien in ben brei Don 
ben ©den befd^riebenen Ärcifen jufammenfto|en, um:; 
grenjen ben t)on AABC befd^riebenen Umbrel^ungS' 
lörper, beffen S^i^alt V fid^ auS ben 3lauminl^alten 
jener Äegelftuntpfe mt folgt bered^net: 

V = Äegelftumpf A A' C C — Äegetftumpf A A'B'B — Äegelftumpf BB' C C 
= 3-(m + n)(p2 + pr + r^)— 3 mfp^ + pq + q«) — -^n (q2+ qr + r^) 

7t 

= -3 [ni(pr + r' — pq — q*) +n (p' + pr — q* — qr)] 

= -3 [m(p (r — q) + (r + q) (r — q)) + n(r (p — q) + (p + q) (p — q))J 

7t 

= -3 [m (r — q) (p + q + r) + n (p — q) (p + q + r)] 

71 

= ö (p + q + r) [m (r — q) + n (p — q)] 




*) ©ulbin, ^rofeffor ber 9JJat§ematif in @ra5, geftorbcn 1648. 
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Serme^rt unb oermmbert man ben legten ^lammerauSbrud, ber Spm^ 
metrie ipcgcn, um bic fc^Icnbcn @(teber mp unb nr, fo lä^t fic^ f einreiben 

m (r — q) -(- n (p — q) = (m + n) fp + r) — m (p + <l) — n (q + r) 
= 2 . Irapcj A A' CG — 2. Irapej A A'B'B — 2 . Jrapej BB' C C 
= 2. AABC 

Um auf bic Scbeutung beö anbcren ÄlammcrfaftorS Don V ju gelangen, 

bemerft man, ba^ bie 3Kitte H oon A B ben Sld^fenabftanb ^ "t ^ / ^^^ ®*^ ^ 

ben Slbftanb r ^at 6s ift bälget iju üermuten, bafe eine geroiffe 3wif<^ßwpötaffcle 
ju ben ^araHelfeiten be§ 2^rapeje3 HH'C'C einen geroifjen Srud^teil jencä 
3aftor§ p + q + r barfteUt. 3)ie 3JlitteUinie biefeS 2:rapejeä feftft, welche H C 
im äSer^öItnid 1:1 teilt, ift eS nid^t, roie man o^ne meitereS fielet, a(fo mtU 
(eic^t biejenige, meiere H C im näd^ft einf ad^eren SSer^ältnid 1 : 2 teilt, baS wäre 
ber 3lbftanb S T = s beS Sd^roerpunltä S beS gegebenen 3)reie(fä. S\tf)t man 
HD unb SE parallel jur Steife, fo ift A HDS co SEC, fomit 

SD SH ^ s— ^t^ 1 



n)orau§ 

unb fomit roirflid^ 

bal^er 



r — s ^^ 

2 s — ( p + q) = r — s 



„_ jHUL+JL 

^~" 3 

V=;,.i+|Jll.2A 

= 2;rs . A 
b. \). 

3)er tjom 3)reiccf A bcfd^riebene Umbrel^ungSförper ift raumgleid^ einem 
^riöma, meld^eS baS ergeugenbe 3)reiecf jur ©runbfläd^e unb ben Umfang beö 
oom ©d^merpunft ber 3)reiedE8fläd^e befd^riebenen Äreifeä jur §5l^e ^at. 

®rel^t fic^ ftatt beS 3!)reiedE§ ein aSiererf um bie 2ld^fe, fo jerfäHt baäfelbe 
burd^ eine diagonale in jroei 3)reiedfe mit ben ^läd^en fi unb £2, beren ©d^roer- 
punfte Si unb S2 bie 3ld^fenabftänbe Si unb S2 l^aben mögen. 3)ann ift nad^ 
bem aSorigen ber SRauminl^alt beä oom 3Sieredf erzeugten Umbrel^ungSförperS 

V = 2 ;r Si . f^ + 2 ^ S2 . £2 

^zxdi man fid^ in ben Sd^roerpunften biefer 2^eilbreiedfe ©eroid^te an^ 
gebrad^t, roeld^e im SSerl^ältnig ber bejüglic^en glätten fi : £2 j\u einanber ftel^en, 
unb teilt man bie SSerbinbungägerabe S1S2 biefer ©d^raerpunfte , biefelbe alö 
matl^ematifd^en §ebel betrad^tenb, nac^ bem §ebelgefe^ fo, ba^ bie §ebctarme 
fid^ umgefel^rt ©erl^alten mie bie jugel^örigen ©en)id()te, fo ift ber erl^altenc S^eil^ 
punft S, beffen 3ld^fenabftanb s fein möge, ber ©d^roerpunft ber gläd^e beS cr^ 
jcugenben SSieredEs. ©d^roerpunft einer gläd^e ift berjenige $un!t, ber allein 
unterftü^t i^u werben hxaxxi^i, um bie ^läd^e im ©leid^geroid^t ju l^alten. 3" 
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biefcm $unft i)ai man fid^ gcn)iffcrma|cn bie ganje %läd)t üercinigt ju benfen. 
SW man burd; S^ unb S bie ^arattclen jur äd^fe, fo t[t A SiPS oo a SQS^, 
ballet 



SP 
SQ - 

roorauä 
ober 



SS, 
SS, 



ober 



8 — S| 



S2 



S 



S fi — S| fj = S2 £2 — S fj 



s = 



ober 
unb fomit 



Sig. 


213. 






..^^ 


^i 


t 


p 


\ 


^ 


'■ A 


•% 







^^ 



S, . fj + 82 , £2 = 8 (fj + £2) 

2;rsi . £j + 2;r82 . £2 = 2;rs (£1 + £,) = V 

33er für ben SRauminl^alt be§ Umbrel^ungäförpcrä eineö ergeugenbcn ^xz'u 
ecf§ au§gefprod)ene Sa§ gilt fomit auc^ für ein erjeugenbeä 3Sierecf unb fdilie^Iid^, 
wenn man bie Setrad^tung in biefer SBeife fortfe^t, für jcbeö beliebige crjcugcnbe 
SSielecf, aud) wenn basfelbe unenblid^ oiele unenblid^ Heine Seiten l^at, b. 1^. für 
jebeS oon einer beliebigen ^uroe umfc^toffene ^läd^enftücf. 3)ieä ift 

ber Oulbinfd^e ©a$ über bie 3lauminl^atte oon Umbrel^ungS« 
förpern: 3)er Snl^alt eineä oon einem beliebigen ebenen ^läd^enftücf F burd^ 
®rel^ung um eine fefte ba§ erjeugenbe fjtäd^enftüd nid^t fd^neibenbe ©erabe feiner 
6bene alö 3ld^fe ift gleich einem 5ßriöma, meld^eö baS erjeugenbe gläc^enftüdf jur 
©runbfläd^e unb ben Umfang beö 00m Sd^merpunft beS gläc^enftüdfö befd^riebenen 
Äreife§ jur §ö^e ^at. ^ o ^ 

495. 3)er, ber Srel^ung ce^ entfpred^enbe 3laumteil beö Umbre^ungö- 
förpcrä ift 



V = 



a 



360 



. 2.TS. F 



496. Slufeer i^ur Sered^nung ber ^Rauminhalte benü^t man ben ©ulbin* 
fd^en ®a| jur 33eftimmung beä Sd^roerpunftS ebener gläc^enftüdfe. Sä^t man 
biefc um eine möglid()ft günftig gelegene ©erabe il^rer ®bene fid^ breiten unb 
gelingt eS auf irgenb eine SBeife ba§ SSolumen beS erzeugten Umbrel^ung§!örperS 
§u ermitteln, fo folgt 

_ 1 X 
^~ 2;r • F 



35 e i fp i e l e. 

497. 1. Seifpiet. (Sin Äreis 00m §albmeffer r brel^t fid^ um eine il^n 
nid^t fd^neibenbe ©erabe feiner Gbcne. Sered^ne ben 5Rauminl^alt beö entftel^enben 
aSulfteö. 
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3ft a bic Gntfcmung ber Slc^fc üom ÄreiSmittcIpunft, fo folgt 

V = 2Ta. 7tT^ = 2t-. ar* 

498. 2. ScifpicI. @in Mcd^tecf bre^t pc^ um eine ju einer Seite 
parallele ©erabe feiner Gbene. I)en entftel^enben ßplinberring ju bered^nen. 

Sinb R unb r bie 3l6ftänbe ber ben 3(d)fen parallelen Seiten h, fo folgt, 
ba ber SDiagonalfd^nittpunft Sc^roerpunft beS Sled^tecfö ift, 



V = 2.^(r + -2 ").(R-r)h 

= .t(R2 — r2)h (üergl. 453) 



499. 8. Seifpiel. Sered^ne baä 9Solumen beä fenfrec^ten Äreisfegelö. 

3)er 3lbftanb s beS Sd^roerpunftö beö er;\eugenben red^troinfligen 3)reiccfS 
oon ber als Std^fe bienenben ^atl^ete ergiebt ftc^ auS 

s : 2 =2:3 

ba^er r rh 1 

V = 2.T . Y • 2''^~S ^^' ' 

500. 4. SSeifpiel. 93eftimme ben Sd^tDerpunft ber ^läc^e eines ^alb^ 
freifeä. 

2)urd() ^rel^ung beä ^albfreifeS um feinen 3)urd^mef[er entfielet eine Kugel 
üon befanntem SSoIumen. Sft ba^er x ber 3ld^fenabftanb beS ©c^rocrpunftä, ber, 
ber Symmetrie roegen, auf bem jur 2ld^fe fenf rechten ^albmeffer liegt, fo folgt 

4 1 

— ;rR' = 2.TX . ^ ^rR'^ 

morauS 

501. 5. 93eifpiel: 2)en Sd^roerpunft eines gleid;fd;enfligen JrapegeS 3U 
beftimmen. 

®er Sd^roerpunft liegt auf ber Spmmctriead^fe beS 2^rapejeS im Slbftanb x 
üon ber größeren ^araHelfeite. 2)enfelben 3tbftanb l^aben bie Sc^roerpunfte beiber 
3^rapejl^älften , bie burd^ bie Spmmetrieac^fe cntfte^en. @S genügt ba^er, bie 
eine 2^rapejl^älfte um bie größere ©runbfeite r ^ r' -^u breiten, roobei ein aus 
ßplinbcr unb Äegel befte^enber Äörper erjeugt wirb, bann ift 

Th^ . r' + 1^ Tth' (r — rO = 2.tx . ^— . h 

woraus 

1 r'h , h 

7 +"^ 



3 * r -[~ 1' 



'S 
I 9 
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äSeftimme x burdi 3^t(^)^ung unb jiel^e im älbftonb x jur größeren ^raQeU 
feite bie 5ßarattele, fo beftimmt biefe auf ber ©^mmetjitac^fe ben ©d^roerpunft. 

Um ben ©dimerpunft ber 2^rapejl^älften ju ermitteln, ift nod^ ber Slbftanb y 
Don ber Spmmetrieac^fe ju ermitteln. 3ft le^twe bie 3)re^ac^fe, fo fofgt 

J (r-2 + rr' + r'^)h = 2^y . ""-"t-^ . h 

woraus 

_ 1^ . r' + rr^ + r^^ _ 1^ r^ — r 
y ■" 3 • r + r' — 3 • r- — r 

©eometrifd^e 3«c^nung biefer ©tredfe? 

502. 6. Seifpiel. Heber ber $9potenufe a eined gUid^fd^enllig red^t- 
roinlligen ®reiecf8 fei nad^ au^en ein ^albfreis unb ein Ouabrant befd^rieben, 
befjen 5Blittefpunft ber Scheitel beö redeten 9Bin!efe ift. ®a§ ©anje bre^e fid^ 
um bie Halbierungslinie beä redeten SBinfelö. 95ered()ne ben 
dtanm beö Umbre^ungäförperö, ber burc^ bie t)on ben Ärciä- ^^ö" ^^^' 

bÖQtn umgrenzte ©ic^elfläc^e erjeugt wirb. 9330 liegt ber 
©d^roerpunlt ber ©ic^el? 

3)aS gefud^te SSoIumen V wirb erhalten, roenn man 
ben Jtege(, ber ba§ rec^tminflige ^reied jum 3(d[)fenfd[)nitt 
f)ai, um bie über feinem ©runbfreiS fiä) er^ebenbe Äugel oer? 
meiert unb um ben Äugelauäfd^nitt, ber burd^ ben Quabranten 

\/¥ 
erzeugt mirb, üerminbert. 3!)ie Äatl^eten finb - ^- a, ba^er pnb bie SSoIumina 

beg Äegete K = -^ '^ (t) T = ^ " 

2 / a \' 
ber §albfugel B, = y ^ \~2) ~ 

be.©eItor. S = | . (^ a)' (^ a - |) = 
fomit 

V = K + H — S =- ^^^ " nB, 

3!)ie ©d^merpunfte ber ©id^el, beS ©egmentä unb beä ^alblreifeä Hegen 
fämtlid^ auf ber Umbrel^ungSac^fe; festerer teilt bie ©ntfernung ber beiben erfteren 
im umgefe^rten Serl^ältniä ber juge^örigen "^Vcii^in, 

2)rel^t fie^ baä ©egment um eine ju feiner ©e^ne parallele Sld^fe burd^ 
ben ©c^eitel beä rechten 2Bin!elS, fo entftel^t ein fiugelring mit cplinbrifd^er 
©urc^bo^rung oon ber §öl^e a, beffen Solumen befannt ift (488). $at ber 
©d^roerpunft beS Segmentö com ©d&eitel bie Entfernung s, fo ift nac^ bem 
©utbinfd^en ©a^ 




24 


a- 




71 

12 


a« 




1/^2 


- 






6 


yia 


7- 


-4 


1/2 
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iDoraud 



8 = 



a 



8 (;r — 2) 

9Rit 8enü|unfl bcS 4. Seifpiete crgieBt fic^ bie Entfernung s' bcä ©d^roer- 
punüä bcS ^albfrcifcS com ©d^eitcl bcö redeten SBinfcte 



''""~2"+ 3;r • '2 *"• V + 3;r/ 



a 



unb fomit, wenn x ber Slbftanb bct ©c^roerpunftc bcS ^albfreifes unb ber 
©id^el, fi unb £2 bic ^läd^cn bcä ©egments unb bct ©id^cl 



X 



_ A 



8—8 tj 

33ur(i^ ©infe^ung ber SBerte 



8 



- V2 3;r(;r--2)j'' 



ft = 



;r — 2 

8 



a 



. 1 /ay TT 



— 2 



8 



a 



= — ^- a 



wobei fid^ jeigt, ba^ bie ©id^el bem red^troinfligen 3)reiedE fläd^engleid^ x% folgt 



-1 9 ^ _-i- 
^"- 4 • ^' 2 3;r 



a 



a 



unb fomit ber 3l6ftanb be§ ©d^roerpunftä üon ber ©el^ne 

b. 1^. ber l^albe Unterfd^ieb jroifd^en bem bie ©id^el begrenjenben ^albfreiS unb 

feinem SJurd^meffer, ber ©el^ne ber ©id^el, ift ber 3lb= 
ftanb beS gläd^enfd^merpunftS ber ©ic^el t)on il^rer ©el^ne. 

503. B. ®ie Dberfiäd^e beS t)om A ABC ei^eug^ 
ten Umbrei^ungSlörperS bered^net fid^ ate bie ©untme 
ber von ben ©eiten befd^riebenen Kegelftumpfmäntel gu 

= Tra (p 4" <l) + ^b (p + r) + ^c (q + r) . 1) 

Setrad^tet man bie ©eiten be§ 9Rittenbreierfä H JK 
a(g §ebel, in beren ®nbpunften ©emid^te roirfen, bie 
ben bejüglid^en ©eiten proportional finb, fo erfennt 
man, bafe bie Sld^fenabftänbe ber SDrel^punfte biefer 
§ebel ftd^ in ben ^robulten ber ©eiten beö 3)reicdfs 




p + q 


^ 2 


Pt"- X 
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ABC mit bcn Sld^fenabfiänben ber ©dfpunfte beöfclben batfteHen laffcn. 2:ct(t 
man 5. 33. bie Seite HJ in X im 3Serl^ältni§ 

XH:XJ = b:a 

am einfad^ften burc^ halbieren beS ©egenminfelS HJK auf ©runb beS Sa|e§: 
bic Halbierungslinie eines 2)reierfn)infelö teilt bie ©egenfeite im SSetl^ältniS ber 
anliegenben ©eiten, unb fallt von H unb X bie Sote auf bie Sld^fenabftänbe x 

unb -^— ^ — ber fünfte X unb J, fo erl^ält man aus ber 2lel^nlid;feit ber ent-^ 
ftel^enben red)tn)infligen 2)reie(fe 



^ 2) 

a 

-v 

woraus T^ 4- n Ti 4- r 

X ift ber gemeinfd)aftlici^e ©climerpunft ber 2)reiedffeiten a unb b, in il^m 
^at man fid^ ein ber Summe a + b biefer Seiten proportionales ©emid^t roirfenb 
gu benfen. 2:eilt man fd^lie^lid;, um aud^ bie britte Seite c in 33etrad^t ^u 
^iel^en, XK im 5Punft S im SSerl^ältniS 

XS : SK = c :(a + b) 

fo ift S ber Sdjimerpunit beS UmfangS beS 2)reiec!S ABC, b. f). berjenige $un!t, 
in roeld^em man \xä) baS ©emid^t beS als fd^roer gebadeten UmfangS beS 3)rei- 
cdfs ABC t)ereinigt ju benfen l^at, beffen Unterftü^ung alfo, roenn man fid^ il^n 
\>\xxä) geroid^tlofe ftarre ^aben mit bem Umfang oerbunben benft, genügen mürbe, 
biefen im ©leid^gemid^t ju J^alten. 3)iefelbe Setrad^tung roie biejenige für XK, 
auf bie anberen Seiten beS A HJK angemenbet, ergiebt, ba^ ber UmfangS- 
fd^merpunft aud^ auf ben beiben anberen inneren SBinfell^albierenben biefeS 2)rciedtS 
liegen mu^, ba^ er fomit ber SKittelpunft beS St^f^^^if^^ ^^^ 9}fittenbreiedfS ift. 

ü -f- r 

f^ällt man oon X unb S bie Sote auf bie 2ldj)fenabftänbe s unD -^ — ber 

fünfte S unb K, fo folgt aus ber Slel^nlid^feit ber entftel^enben redjitminfligen 

2)reierfe 

s — X c 



q -|- r a -f~ b 

— K s 



3) 



tporauS 

q -f- r 
(a + b) s -f" c • s = (a + b) X -f- c . — 

ober 

(a 4- b + c) s = a . —^ — + b . — ^ f- c . ^ 

morauS burd^ 2Jiultipli!ation mit 2 7t 

2;rs (a + b + c) = Tra (p + q) + ;rb (p + r) + Ttc (q + i') 
©aucrtcd, ©Icreometrie. 17 
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3n 9Borten: 2)ic Cberflüd^c bcä t)on einem Dreiecf erjeugten Umbrci^ungä^ 
förperg, beffen 2ld^fe eine bad 2)reiedf nic^t fc^neibenbe ©erabe ber ©reicdföcbcne 
ift, ift gleich ber Seitcnfläd^e cincä über bem erj^cugenben 2)reiecf ate ©runbflä^e 
errichteten f entrechten ^PriSmad, baö ben t)om Ümfangäfc^roerpunft beä 3)rciccfä 
Befc^riebenen ÄreiS jur $ö^e l^at. 

2)el^nt man biefe Betrachtung auf baä SSierecf auä, beffen Seiten bic Slc^fen^ 
abftänbe p, q, r, t l^aben mögen, fo bleibt bie Sejiel^ung 1) für ben ©d^rocr^ 
punft X ber Seiten a unb b; für ben Sd^roerpunft Y ouf ber, X mit ber 3Kitte 
ber britten Seite c t)erbinbenben Stredfe folgt 

y — X c 



r + t a + b 

—2 — y 

morauS 

y (a + b + c) = X (a + b) + c . ^^^ 



mittete 1) 



-a J^^t^ + b ^ + ^ 4-c ""^^ 



©nblic^ ergiebt fxd^ für ben 2lc{)fenabftanb s beä Umfangäfd^merpunftö S 
auf ber SBerbinbungäflrecfe t)on Y mit ber 3Kitte ber legten Seite d 



p -|- t a -|- b "f" c 

woraus 
s(a + b + c + d) = y(a + b + c) + d. ^ "^ ^ 

= a . 2 f"^- — 2 ~^ ^ ' — 2 ^ ^* — 2 — 

unb fomit 

2;rs (a + b + c + d) = ;ra(p + q) + ^b (q + r) + ;rc (r + 1) + 7rd(p + t) 

^^^^ = 2;rs(a + b + c + d) 

b. 1^. ber Sa| über bie Umbrel^ungäfläd^e beS 35reiecf8 gilt aud§ für baä 33ierecf 
unb fomit für jebeg beliebige SSieledf bcjm. für jebe beliebige ebene ÄurDe. 
S)al^er lautet 

ber ©ulbinfd^c Sa^ über bie Dberfläclicn t)on UmbreJ^ungö^ 
lörpern: 2)ie Cberfläclie beg t)on einem beliebig umgrenzten ebenen gläd^cnftüdf 
erzeugten Umbrcl^ungäförper§, beffen Sld^fe eine ben Umfang U beä glad^enftücfä 
nic^t fddneibcnbe ©erabe ber ebene beäfelben ift, ift gleid^ ber Seiten^ ober 
3Wantelflttcl)c eineä über bem erjeugenben ^lad^cnftücf alä ©runbfläd^c errichteten 
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fenfrcd^ten ^priätnaS begn). ©ijlinbcrS, beffen ^öl^c bcr rom Umfangäfd^roerpunft 
bcr ©runbpäci^e bcfd^riebcne ÄrciS ift: 

= 2;rs.ü 

504. Die ©ulbinfc^cn ©ä^c gelten nocl) für eine aUgemeinerc ©ruppe 
ton gläd^en, bic entftel^en, wenn ein fefter 5Punft eineö erjeugenben thtnm 
^läd^enftüdfg eine beliebige Seitlinie fo burd)läuft, ba^ bie beroeglid^e @bene jur 
Stid^tung ber Seroegung, b. 1^. jur Tangente ber ßeitlinie im betreffenben $unft, 
ftetö fenfrec^t bleibt. 3)iefe ^läd^en l^ei^en Äanalfläc^en. 

%ixx bie Umbrel^ungdfläd^en ift bie Seitlinie ein Äreiä. 
Seroegt fid^ j. 83. ein Ärei§ Dom ^albmeffcr r in ber üorgefd^riebenen 
3Beife längö einer Sinie von ber Sänge 1, fo l^at bie entftel^enbe SRöl^re 

ben Slauminl^ttlt Y = Ttr^ll 
bie Cberfläctie = 27rr . 1 

SSeifpiele. 

505. 1. Seifpiel. 33erec{)ne bie Cberfläd^e eines Hreiöwulfteä t)on bcr 
35icfe 2r unb ber lichten SBeite 2 a. 

2)er 3)littelpunft beä erjeugenben Äreifeä ift forool^l ^lö^^n: als Umfangäs 
fc^roerpunft beSfelben unb f^at Don ber 2lci^fe bie Entfernung a + r, bal^er 

= 2;r(a + r).2;rr = 4;r^r (a + r) 

^]t SL = 0, fo f)ai ber SBulft in feinem SRittelpunIt einen Setbftberül^rungS$ 
ober 9labelpunlt, bann ift 

' ' ' /^ A 9 9 

506. 2. Seifpiel. 2)en Umfangäfd^roerpunlt eines §alb!reifeS gu be= 
ftimmen. 

3)rel§t fid^ ber §albfreiS um feinen 2)urd^meffer, fo erjeugt er bie Cber-- 
ftäd^e einer Äugel, bal^er, wenn x ber 2l(^fenabftanb beS gefuc^ten ^ßunftS, ber 
aus ©rünben ber Symmetrie auf bem gur Sld^fe fenf rechten $albmeffer liegt: 

271X . Ttv = 4;rr^ 
roorauS 

2 

X = — r 

507. 3. 33eifpieL Sered^ne bie Dbcrfläd[)e eines fiörperS, bcr burd[) Um-- 
bre^ung eines regelmäßigen aSieledfS ton ungeraber ©eitenjal^l um bie t)on einer 
6rfe auf bie ©egenfeite gefällte §öl^e h entfte^t. 

2)ie Dberfläd^c beS von einem regelmäßigen n-Qä befd^riebenen UmbreJ^ungS-- 
förperS fe^t fid^ jufammen aus bcr SWantelfläd^e eines Segels, ben SO^iantelfläd^en 

üon — ^ — — 1 Äegelftümpfcn unb bem von ber ©runbfeite a befd)riebenen 
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Ärciö. Sinb h,, h^ . . . h _n^- 1 bic $öl^cn bcg Äcgelä unb bcr Scgclftümpfe, ^o 
folgt, wenn (> unb r bic §albmcRcr bcä 3"'- uttb Umfreifeä bc§ SBicIccfS fmb, 

a* 
= 2;r(> . hl + 2;r(> . h2 + . . . + 2;r(> . h n-i -f ;r . —r- 

2 ^ 

= 2^() ( h| + li2 + • • + li "-M + -7-a* 

a* 

nun ift 

-4- = (r + (>) (r — (>) = h (r — (>) 

fomit 

= 2nQ\i + ;rh(r-- q) 

= ;rh (r + «) 

= ;rh* 

b. 1^.: 2llle regclntä^igen 33iclccfe t)on ungcrabcr ©eitcnjal^l — 2)rcis, ^ünf--, Sieben^ 
cdfc u. f. f. — , rodele bicfclbe §ö^c h ^abcn, alfo aud^ bcr Ärciä über bicfcr §ö^c, 
erzeugen bei Umbrel^ung um bicfe §öl^c Äörpcr t)on gleicher DberPäd^c, nämlic^ 
t)on bcr ^läd^c cineä Äreifeä, ber jene §ö^c jum §albmeffer l^at. 



508. 2)aä ^JJriömatoib ift ein ebener Sielfläd^ner, ber jroei parallel liegcnbe 
SSielerfe Gm unb Gn Don beliebiger, im allgemeinen ungleid)cr ©eitenjal^l gu ©runb= 
fläd^en l^at unb feitlid) t)on m + 11 2)reiedfen b.egrenjt ift, beren jebeS mit bem 
einen SSieledf eine Seite, mit bem anberen eine (Sdfe gemein l§at. 

©inb bie ©runbfläd^en fongruente reguläre 3Sielecfe, beren 3Kittelpun!te 
bejüglid^ ber ©runbfläd^en fenfred^t übercinanber liegen, unb ftnb bicfetben in i^rcn 
©benen fo gegeneinanber tjerbrel^t, ba^ burd^ SSerbinbung ber 6cfen im 3i*Jö(! 
fongruente gleid^fd^enflige 3)reierfe entftel^en, fo ift ba§ ^riSmatoib regulär unb 
l^ei^t 2^rommel. 

Um meieren SBinfel ftnb bie @runbt)ielerfe eineä regulären fenlred^ten 

n-feitigen ^ri^maä in il^ren (Sbtx[tx[ gegeneinanber ju breiten, um eine Xrommel 

360° 
IM erl^alten? Slntroort: Um -0 — • 

6ä ift möglid^, ben 3lauminl^alt beö ^riömatoibS auä feinen ©runbfläd^cn 
Gm unb Gn, ii^rem 3lbftanb, b. 1^. ber §5^e h beS $ri§matoibS, unb bem fogen. 
SRittelfd^nitt S, b. i. bie gläd^e beö burd^ bie ^Parallelebcne im mittleren 2lbftanb 
IVi ben ©runbfläc^en erzeugten (m + n)'-6dtö, ju beredE)nen. 

5Die ßbenen, meldte oon einem beliebigen ^JJunft beä 3Kittelfd^nitt§ auö 
bie Tanten projizieren, ^erlegen baä ^Priämatoib in m + » + 2 ^P^ramiben, meldte 
bie ©runb' unb Seitenflächen beö ^riämatoibö ju ©runbfläd^en unb ^unlt 
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j^ur gcmcinfamen ®pi|jc l^aben. 2)ic 2^eilpijramiben über bcn ©runbfläd^en beS 

5ßri§matoibS f)ahtn bic §81^e -ö-/ ^^^^^ 33o[umina finb bal^cr -qGm • .» "'^^ 3^^« • ö"' 

2!)ic ©citcnppramiben bercd^nen fid^ mit §i[fc bcä 3KtttelfcI)ntttS. 2)iefcr fd^tteibet 
t)on icbctn fcitlic^cn 2)rcic(f ABC ein biefetn äj^nliclieä SDreiedf EBF ab, beRen 
Seiten l^alb fo lang finb, ba§ fiel) fomit nad^ bem ©a§ über bie ^(äd^en äJ^n-- 

lid^er SSieledfe jur Seitenfläche t)erl§ält roie 1^ • ("ö") • ^^^ ^^^^ ixt^tx Seiten^ 

fläd^e ftel^enbe ^pramibe — ABC ift böiger vkxmal fo gro^ ölS bie burd^ ben 

SKittelfc^nitt abgetrennte breifeitige — E B F, 

bcnn beibe 5ßijramiben l^aben biefelbe §öl^e, i^re Siß- 216. 

3nl^alte ftel^en alfo im SSerl^ältniS ber ©runbfläd^en. 

2)icfe Setrad^tung gilt für jebe feittid^e ^pramibe, 

bal^er beträgt aud; bie ©umme aller feitlid^en ^ijra-- 

miben baS 3Sierfad^e ber ©umme aller burd^ ben 

■Ulittelfd^nitt von il^nen abgetrennten breifeitigen 

^pramiben. SBftl^lt man als ©runbfläd^en Ic^terer 

i^re im 3Rittelfd^nitt liegenben 3)reiedfe, biefelben 

l^aben bie gemeinfd^afttid^e (Srfe unb bie ^täd^e S 

beä 3Kittelfd§nittä gur ©umme, fo ift, ba -0- bie 

^ 1 h 

§ö^e fämttid^er m + n breifeitiger ^Ppramiben, il^r SRauminl^alt -0- S . -^ unb 

fomit ba§ SSolumen beö ^riämatoibä 

1 h|^l h. 1 h 

ober ^ _ ftn. + ftn + 4S ^ 




6 

bal^er 

©a^: 3)a§ $riämatoib ift raumgleid^ fed^§ ^^ramiben, bie fämtlic^ bie 
^albe §öl^e beä ^rimatoibä §ur ööl^e l^aben, gmei biefer ^pramiben ^aben bie 
©runbflädE)en beS ^Priömatoibä , bie übrigen t)ier ben SKittelfd^nitt beöfetben §u 
©runbftädden; ober: 3)aä ^riämatoib ift raumgleic^ einem ebenfo l^ol^en ^JJriöma, 
roeld^eö baS aritl^metifd^c SKittel auä ben @runbfläd[)en unb bem tjierfad^en SKitteU 
fd^nitt beS ^PriämatoibS ju ©runbflädSien l^at. 

509. Sllä ^Priömatoibe fönnen betrad^tet merben: 

1. Daä gerabe unb baö fdE)iefe ^riäma. 

3iel^e in jeber ©eitenftäd^e eine 2)iagonale, fo entfielet ein ^riöma^ 
toib, bei meld^em je graei ©eitenfläd^en in eine ßbene fallen. 

2. 2)aö fd^ief abgefd^nittene breifeitige $riSma, 

SBä^le eine ©eitenfläd^e jur ©runbftäd^e unb jiel^e in ben beiben 
anberen S^rapcjfeitenfläd^en je eine 2)iagonale. 2)ie 3!)erffläd^e fd^rumpft 
in bie jur ©runbfläd^e parallele Äante jufammen. 
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3. 2)aä fc^ief ttbgcfd^nittcnc uicrfeitige 5ßriäma. 

3n)ci parallele Seitenflächen jtnb ofö ©runbebenen ju nel^nten. 

4. 35a0 n^feitige fd^ief obgefd^nittene ^priäma. 

3)aSfeIbe wirb mit §ilfe t)on n — 3 3)iagona[ebenen in n — 2 brei- 
feitige fd^tef abgcfd^nittene ^riSmen jerlegt. 

5. 2)er gerobe unb ber fc^iefe ß^Iinber. 

SSetrad^te biefelben alä ©renjfoH beS ^ßristnaS. 

6. 2)ie ^Ppramibe. 

2)ie 2)edffläd^e ift in einen $unft äufomntengefd[)rumpft- 
2)ie breifeittge ^ijramibe inäbefonberc fann aud^ fo gefteHt roerben, 
ba^ irgenb jroei ©egenfanten, man benfc fid^ bie ^Paraffelebencn iuxä) 
fie gelegt, alä ©runbfläd^en genommen werben (fn;ftaIIograpI;ifc^c Stet-- 
(ung). 

7. 2)er ^pramibenftumpf. 

3iel^e in ben feitlid^en Xrapejfläd^en je eine diagonale. 

8. 3)er Äegel. 

©renjfaH ber ^Ji^ramibe. 

9. Der Regelftumpf. 

©renjfall beä ^^ramibenftumpfä. 

10. 3)er Dbeliäf. 

6in ebener Sielfläd^ner, umgrenjt oben unb unten t)on jmei n=©dPen, 
beren entfpred^enbe Seiten parallel finb, aU ©runbfläd^en unb üon 
n ^^rapejen alä Seitcnfläd^en. 

©inb bie ©runb^ unb 2)edffanten aud^ nod^ proportional, fo Jinb 
bie 3Sieledfe äl^nlid^, bie ©eitenfanten ge^en burd^ einen 5Punft, ber 
Dbeliö! ift aläbann eine abgeftumpfte ^pramibe. 

Sinb entfpred^enbe ©runb^ unb 3)edffanten gleid^, fo mirb ber £it' 
liöf jum ^riöma. 

©in breifeitiger Dbeliöf ift ftetö ein ^pramibenftumpf. 

510. SBenbet man auf biefe Körper jum S^^^ ^^^ S3erec^nung il^rer Slaum- 
inl)alte ben für baö 5priSmatoib gefunbenen Sluäbrudt an, fo ift j. 33. für ben 
^^ramibenftumpf, wtnn x bie .§5^e ber ©rgän^ungSpi^ramibe, 



l/G : y^S : l/G' = (x + h) : (x + y h) : 



2)a auf ber redeten Seite baä 3Kittelglieb baS aritl^metifd^e 9Jtittel ber bciben 
anberen ©lieber ift, fo mu^ bieS aud§ linfä ber %aü fein, fomit 



2 

unb fomit 



S 



= 4 (-t- + >'W) 
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unb ballet baS SSolutncn beä ^pramibenftumpfö 



V = |(G + G' + 4.«i^41i^:^) 



r 



G + l/GG' + G' , 
= 3 • ^ (tjetöl. 463). 

510 a. Sinb S'^i?)«!*, ©runbfläd^en unb §ö^cn beä ^riämatoibä befannt, 
fo bient bcr Sluäbrucf für V aud^ Diclfad^ baju, bcn SRittdfd^nitt S ju berechnen. 



3ie $iTnpfonf($en Äörper.*) 

511. ©ämtUd^e, biä jc^t betrad^tctcn Äörpcr fönnen, bejüglid§ bcr 95c= 
rcd)nung il^reS Slauminl^altcS , einer allgemeineren ©ruppe Don Körpern juge-- 
roiefen werben, roeld^e man bie ©impfonfdien nennt. 

Sebcr Don jmei beliebigen parallelen 3Sielecfen Gm unb Gn alä ©runb^ 
flächen unb Don Azx^tx^ ober gefrümmten ^'^^^^ ^^ ©eitenfläd^en umgrenjte 
Äörper, ber bie ßigenfd^aft l^at, ba^ bie ^läd^e X cine§ ben ©runbfläc^en 
parallelen 2)urci^fd^nittS eine ben brüten ®rab nid^t überfteigenbe rationale 
^unftion beS 2lbftanbS x ift, um meiere bie SJurd^fc^nittöebene t)on einer ©runb-- 
ebene ober einer beliebigen anberen feften ju biefer parallelen 66enc abftel^t, 
l^ei^t ein ©impfonfc^er Körper. 

512. ©impfonfclie Körper finb fonad^ 

1. ^Ppramibe, ^pramibenftumpf, Kegel, Kegelftumpf. 

3ft X bie (Entfernung beä jur ©runbcbene parallelen JDurd^fc^nittS X 
t)on ber Spifte, bie in biefem ^aH bie fefte ßbene erfe|t, t)on ber auä 
bie Slbftänbe x ju meffen finb, fo folgt 

X X* . „ G ^ 

alfo X eine ^unftion ^weiter Drbnung. 3S}a§ für bie 5ßt)ramibe gilt, 
gilt aud^ für ben Unterfc^ieb jroeier ^Ppramiben, b. I^,.ben ^Ppramiben« 
ftumpf, unb fomit aud^ für Kegel unb Kegelftumpf. 

2. S)er DbeliSf. 

2)er Seroeiä für ben breifeitigen fäHt unter 1). 33eim uierfeitigen legt 
mQx\. burd^ eine ber ©eitenlanten eine beliebige @6ene biä jum ©d^nitt 
mit ben beiben mc^t anfto^enben Seitenfläd;en unb erweitert bie ©runb^ 
ebenen, fo erfd^eint ber Dbeliäf al§ Unterfc^ieb eineS größeren unb jroeier 
fleinerer breifeitiger DbeliSf en, für roeld^e 1) gilt. 3cber n^feitigc 
Dbeli§f fann als Unterfd^ieb eineä größeren breifeitigen unb n — 2 flei? 
nerer breifeitiger Dbeliöfen betrad^tet roerben. 



©impfon, ^Profeffor ber 3Jiat§ematif gu Sßoolroic^, geflorben 1761. 
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3. 35a6 ^riömatoib. 

Scr Slad^rociä 1) gilt aud^ für bic ©umtnc aller ^pramibcn, au§ 
bencn ftc^ baä $riämtttoib jufammcnfc^t. 

4. ^ugel, ^ugell^aube, ^ugelfd^id^t, ^uge(audfd^nttt. 

3ebcr ju einem ©ro^reiö parallele Schnitt im 2l6ftanb x liefert 
einen Äreiö, beffen glücke 

eine ^Junftion jroeiter Crbnung ift u. f. f. 

Ste^iwiiiittiii bes ^anmint^att!^ ^impfonfd^ex ^ixptx. 

513. 2^eilt man bie $ö^e h eines ©impfonfd^en ÄörperS in n, tine 
beliebige, aber fel^r gro^e älnja^l gleicher 2^eile unb legt burd^ bie 3^eilpun!te 
^aratlelebenen ju ben öJrunbfläd^en, fo wirb ber Äörper in n fe^r bünne Sd^eiben 

von gleicher §öl^e — jerfd^nitten, meldfie gemä^ früher im ßJrengfatt n = c» al^ 

priömatifd^e Körper betrad;tet werben bürfen. '^ixx bie im Umfang biefeä Sud^^ 
in SSetrad^t fommenben Äörper genügt e§, bie 3)urd^fd^nittöflädE)e X afö gunf= 
tion jmeiter Crbnung beä 2lbftanbä x von ber feften ©runbebene anj^unel^men. 

Gä fei alfo 

X = a 4" bx ~(- ex* 

2)ann finb bie ?5lttd^en ber einzelnen burd^ bie 2^eitpunfte gelegten 2)ur^' 
fcf)nitte 



1 1* 

f^ = a + b. — h + c.-^.h 

2 2« 

f . = a + b . — h + c . — 5r • ^ 

^ ' n ' n* 



f n = a -4- b . — h -1- c . — 7 . h 

n n 



2 



fomit bie 38olumina ber einzelnen priSmatifd^cn ©d^eiben 

— h.f. =a. — h + b.-^h* + c.-^h« 
1 1 2 2* 



n * n ' n' ' n 



— h.fn=a. — h + b.-^h^ + c.-^h'» 
n n ' n' ' n' 



Somit baä gefud^te 3Solumen V gleid^ ber ©ummc aller ©d^eiben 
V=::ah + b(l + 2 + 3 + ... + n)^ + c(r + 2*+3* + ... + n0^ 
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Slun crl^ält man bic ©ummc ber n crften Saf)kn burd^ folgcnbc Ue6er= 
legung: 3)ic ©ummc bc§ erften unb legten, beä jroeiten unb tjorlc^ten ©liebes 

u. f. f. tft unt)eränbert n + 1 , fomit ift , ba bie n 3^^'^« "ö" ^^^ 5" jmeien in 
biefer 2öeife Dereinigt merben fönnen: 

l + 2 + 3 + ... + n--|-(n + l) 

2)ie ©umme ber n erften Ouabratjal^len ergiebt \xä), roenn man in ber 
fubifd^en ©leid^ung (^bentität) 

(x — 1)^ = X» — 3x2 + 3 X — 1 

für X, ber SReil^e nad^, bie ganjjal^Iigen SBerte 1, 2, 3 ... n fe|t, bann folgt 

03:z= 13_-3.1« + 3. 1— 1 

13=:23 — 3.22-f-3 .2—1 
23 = 38_3 . 32_j_3.3_i 



(n — 1)3 = n« — 3 . n» 4- 3 . n — 1 

fontit burd^ 2lbbition ber fenfred^ten Sleil^en 

0=11»— 3(12 + 22+...4-n2) + 3(l+2 + ... + n) — n 
unb ]^ierau§ 

P + 22 + ...+n2=^ + (l+2 + ... + n)--^ 

n* , n (n + 1) ^ 



__ ^ ^ _n_ __ n(n + l)(2n+ 1) 
~'3'"2+6'~ 6 

©e^t man bie 2öerte für biefe ariti^metifd^en Sleil^en in V ein, fo folgt: 

= .1 + 4 (, + _L) H. +i (l + -1-) (2 + -1-) h. 

2öirb bic Slnjal^I ber priSmatifc^en bünnen ©djciben unenblid; gro^, alfo 
n = oo unb bal^er — = , fo folgt alö ®ren§e ba§ gefud^te 3Solumen beS 

©impfonfd^en Äörpcrä 

V = ah + -y h^ + -|- h^ 

3ur ©rmittelung ber brei ©rö^en a,, h, c, weld^e bie 2)urd^fd^nitt§fläc^en 

X = a + bx + ex* 

Beftimmen, genügt bic Äenntniä breier 3)urd^fcf)nittäfläd^en , am einfad^ften bie 
Kenntnis ber ©runbetenen unb beä 9Rittelfc^nitt§. ßö ift für 
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X — Gm = a 



h ^ . . h . h 



2 



n^orauS 



x = h Gn = a + b.h + c.h^ 

b = -^(4S-3Gm-G„) 



c = -^(Gm + Gn — 2S) 
fomit 

V = Gm . h + (4S - 3Gm - Gn) -^ + (Gm + Gn - 2 S) -|- h 

ober V — ^"' + ^" + 4 S 

t — g ji 

ba§ ift bcrfclbc Slusbrucf roic für bad ^riömatoib, bal^cr 

©a^: Die ©impfonfc^en Äörper gelten für bie Sered^nung il^rer Stttum-- 
inl^alte als ^rismatoibe. 

'^extd^nnni tttnn '^tä^tnflüAt nad^ ^impfon (i^nabxatut). 

514. ßrrüä^nt fei ^ier bie ©iltigfeit ber ©impfonfd^en gormel and) für 
bie ©eometrie ber (SUm. SBerläuft, gig. 217, eine Äuroe fo, ba^ bie 2l6ftänbe y 
i^rer ^Punfte von einer feften X'-2ld^fe rationole gunftionen il^rer jugel^örigen, 
t)om SluIIpunft au§ gemeffenen x finb, roeld^e ben brüten ®rab nic^t übcrftcigen, 
fo ift bie oon X-Sld^fe, Äuroe unb ben ju xq unb x^ gel^örigcn ©renjabftänben yo 

unb yi eingefd;[offene %l&^^, rvznn j-i bie im mittleren 2lbftanb e = — *— s 

ju ben ©renjabftänben gezogene ^arattelftrerfe ift 

f ^ .Zo+i^ + ZL (,, _ ^) 

33en)eiö mie oben: 35ie ^läd^e fe|t fid^ jufammen auS unenbKc^ oielen, 
unenblid^ fd^maten 3ledS)tedfen t)on ber Sreite — ' für n = c». 

3Ser[äuft bie Äuroc nadj) irgenb welchem- anberen ®efe|, fo teile man bie 
^roifc^en ben ©renjpunften (x2n, y2n) unb (xq, yo) liegenbe ©tredfe ber X^Sld^fe 
in 2 n, eine m5glid()ft gro^e 2ln jal)l gleiche Xeite unb meffe bie biefen 2^cilpunften 
^ugel^örigen y, bann fönnen, ba bie bejeid^neten Äuroenpunfte in näd^ftcr 5Rä^e 
liegen, je brei fid^ folgenbe, o^ne ju großen ^el^ler, alö foldjie betrad^tet werben, 
meldte mit fämtlid^en, jroifc^en il^nen tiegenben Äuroenpunften fold^e Slbftänbc y 
befi|en, bie ber obigen gunftionöbebingung genügen. 2)ie von j2n unb y^,, 
Äuroe unb X^Sld^fe eingefd^toffene gläd^e F ift fomit, ba ber 2lbftanb, in roeld^cm 

fid^ bie 2^eilpun!te ber X^Slc^fe folgen, e = — ^-^ — ^ ift, mit um fo größerer 
2lnnäl^erung, je größer bie 2lnjal^l ber ^eile geroäl^lt wirb: 
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y = ^^^6^ [(70 + 4 y 1 + 72) + (72 + 4 73 + 74) + . . . 

+ (y2n-2 + 4y2n-l + 72n)] 

[7o + 72n + 2 (y.2 + 74 + . . . + 72U-2) 
+ 4 (7l + 73 + • • • + 72n-l)] 



X2n — Xq 

6n 



^icrnad^ lä^t fid^ bte %lää)t jcbcS von einer beliebigen Äurue umfd^loffenen 
2^eils ber ßbene mit großer Slnnä^erung berechnen. 3Wan f)at bic ^läc^e nur 



Siß. 


217. 








-. 


*:S: 


gifl. 218. 


X. 


>y 




/ 


J"i\ 


> 


^ 


-^1 


Jt / 


/l 


r 


in: ^ 


Yi 


/ 




^ y 




f 


(^ 


111. 


xr^^y 



-J^ 



+;r 



burd^ jroerfmä^ig geroäl^lte ^JJarallelgeraben in Streifen ju jerlegcn unb auf bicfe 
bic ©impfonfc^e gormel onjuroenben. ?Jig. 218. 



Seifpiele. 

515. 1. Seif piel. 33ere^ne ben Slaumin^alt eine§ t5<^ffeö, beffen (Srunb^ 
fläd^en fongruente Greife Dom lid^ten ©urd^meffer d finb, XQtnn D bie ©punben-- 
tiefe, b. 1^. ber (id^te 2)urd^meffer beä SKittelfd^nittS, unb h bie .^öl^e bcjro. Sänge 
beä ?5affeS ift, t)orau§gefe^t, ba^ baS ^a^ ju ben ©impfonfd^en Körpern ge{)ört. 

es ift 

516. 2. S3eifpiel: Sered^ne ben Slauminl^alt eineä fdE)iefabgefdE)nittenen 
?ßri§ntaS bejro. ß^linberö. 

3Jtan gel^t o.\x^ üom einfad^ften ^riäma, bem breifeitigen , unb betrad^tet 
biefeä als $riämatoib, baä eine ©eitenfläd^e beö ^riämaä, baö 2^rapej mit ben 
^Parallelfeiten a unb b, beren 3lbftanb e fei, gur ©runbfläd^e ^at, mäl^renb bie 
3)cdffläd^e jur ^arallelfante c jufammenfc^rumpft. 3)er 9Jlittelfd^nitt ift ebenfalls 



ein 2^rape5 mit ben ^arallelfeiten 



unb 



2G8 
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trägt, ba^er, rocnn h bcr SlbftQnb bcr Äantc c t)on ber ©ninbcbenc \]i, gcfud^tcS 
l^olumcn 



V = 



( 



2 



. e + 0+4. 
eh 



a -f- c , b -j- c 

O I o 



e 
• 2 



) 



h. 
6 



= (a+b + c) 

ober, ba eine ju bcn ^Parattclfantcn fcnf rechte 
ßbcnc ben SHuerfc^nitt Q erzeugt, ein 2)reie(f, 
bas bie ©runbfeite e unb bie §öl^e h, alfo bie 

^läd^e - -^ l^at, 

V — (a -f- b + c) ^ = g . Q 

3Bie in 494) beregnet fic^ ber 2l6ftttnb s 
beö Sd^roerpunftä ber 2)ecffläc§e von feiner 
^arattelprojeftion, bcm ©d;njerpunft ber ©runb^ 
fläche (?5ig. 219) auä 

a — s 2 

= -1- i^u 9 = 



Sig. 219. 




a -j- b + c 



s 



b + c 
2 



fomit 

®a|: 2)aä fd^iefabgefd^nittene breifeitige ^ßriSma ift raumgleic^ einem über 
bem duerfd^nitt erridSiteten fenfred^ten 5ßriöma, beffen §öl^e bie ben ©eitenfanten 
paraHete 3SerbinbungSftredfe ber ©djiroerpunfte ber fd^iefen (gnbflödSien ift. 



516a. 3)a jebe§ fc^iefabgefd^nittene breifeitige ^riSma burc^ ben an be^ 
liebiger Stelle gefül^rten Querfd^nitt in groei fenfred^te, fd^iefabgefd^nittene brei^ 
feitige ^riämen jerlegt wirb, fo fü^rt and) bie 33ered&nung Unterer ^nm Qkl. 
2!)iefe erfolgt entroeber 1. inbem man baä fenlred^te fd^iefabgefd^nittene breifeitige 
$riäma als ^riämatoib betrad^tet, ober 2. baburd^, ba^ man burc^ ben oberen 
Gnbpunft ber fleinften ©eitenfante eine ^araHelebene j\ur ©runbfläd^e legt, moburc^ 
baS ^riäma in ein fenfredjteö breifeitige^ ^JJriöma unb eine t)ierfeitige 5ßpramibe 
jerlcgt rairb. 

516 b. %ixl)xi man bie S5etrad)tungen 516) für baö fdjiiefabgefd^nittenc 
t)icrfeitige 5priäma auö, beffen Duerfc^nitt ein ^Parallelogramm mit ber Orunb* 
feite e unb ber §öl^e h ift, fo folgt, wenn a, b, c, d bie ©eitenfanten finb, 



V 



-i- 



o • ö I o • ® I ^ • 



a + d b -(- c 

"H ö 



2 



. e 



) 



h 
6 



a + b + c + d , a + b + c 4- d ^ 
2 • eh = -. . Q 
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516c. ßinc anbete Söfuttg liefert bte Sctrad^tung 516a). S^ri^Bt wo« i^^ö 
fd^icfe tjterj'eitigc ^riäma mittete einer 2)iQgonalebene in jroei fd^iefe breifeitige 
?ßri§men mit ben Ouerfd^nitten Qi unb Q2 unb ben Sd^roerpunlt^abftänben 8^ 
unb 82 ber jugeorbneten 3!)reiecfögrunbfläci^cn ij unb k| bejro. i^ imb kj, in meldte 
i)ic ©nbfläd^en J unb K be§ t)ierfeitigcn ^ßriSmaä gefpaltcn werben, fo ift 

V = Qi . 81 + Q.2 . 82 

9lun teilt ber ©djinjerpunlt S beä 3Sieredfä J bic 3SerbinbungöftredEe ber 
<Sd^roerpunfte S^ unb S2 ber SJreiecfe ii unb i2 im 3Serl^ältni§ 

SSi:SS2 = i2:ii 
®al§er ergiebt ftd§ ber Slbftanb s ber ©d^roerpunfte von J unb K aus 

8t — s __ i2 

S — 82 ~ ii 

3lad) ben ©efe^en ber ^Parallelperfpeftitje ftel^en aber bie ^rojeftionen 
gmeier gläd^enftüdfe im gleidjien 3Serl^ältnig wk biefe gläd^enftüdfe felbft, benn 
gema^ 76) ift, wenn qp ber SBinfel ber (^Umn J unb Q,, 



Qi 


cos 


(f . ii Q2 — cos (p . i2 


fomit 




unb bal^er 




8, — S Q2 






worauf 




s 82 Q, 






nhpf 




QiSi + Q2B2 — (Qi + Q))s 










V - Q . 8 







©a^: 2)er Slauminl^alt beä fd^iefabgefc^nittenen t)icrfeitigen ^rismaä ift 
glcid^ bemjenigen eineä fenfred^ten, baä ben Ouerfd^nitt jur ©runbfläd^e unb bie 
ben ©eitenfanten parallele 3Serbinbungöftredfe ber ©d^merpunfte beiber Gnbfläd^en 
jur ^öi)t l^at. 

516 d. 2)ie 3Scrgleic^ung ber ßrgebniffe 516 b) unb 516 c) liefert 

a + b + c + d 

8 = 4 

b. f), bie SSerbinbungäftrcrfe ber Sd^roerpunfte beiber ßnbfläd^en bes fd^iefs 
abgefc^nittenen t)ierfeitigen ^Prismaä ift baä arit^metifc^e 3Kittel auä ben vkx 
©eitenfanten. 

SBie lautet ber ©a^ für baö n-feitige ^JJriöma? 

516 e. ^ül^rt man bie 33etrad^tung 516 c) für bas n^eitige ^risma burd§, 
inbem man baäfetbe t)on einer ©eitenfante aus in n — 2 breifeitige ^ßri^men 
gerlegt, fo folgt allgemein 

©a^: 2)er SRaumint^alt eineö beliebigen fd;iefabgefd^nittenen ^riömaö ober 
Gplinberö ift gleirf; bemjenigen eineö über bem Querfd^nitt erridt)teten fenfred^ten 
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^ridmae be$n). Gpltnbetö, beffen $ö^e bie ben Seitenlinien paraUele äSerBtttbungds 
ftrecfe ber Sd^roerpunfte ber beibcn ßnbfläd^en ift, alfo ^ßrobult auä Querfd^nitt 
unb 2lbftQnb ber %lä^tn\(i)rottipuntit ber ßnbfläcl^en. 

517. 6in ä^ntid^er (Sa^ befielet für bie Seitenfläche M beg fd^iefabgefd^nit^ 
tenen ^riämaä bejn). G^linberä. Grftere fe^t ftd^ jufammen au§ n 2^rapejen, 
roeld^c bie ©d^nittgeraben hj, h.^, I13 . . . mit bem Querfd^nitt Q ju §ö^en ^aben. 
®inb wi, W2, W3 . . . bie 2Kittetlinien, fo ift 

S3eftimmt man in ber Sbenc beS Duerfd^nittä ben 
SdSimerpunft ber §ö^en hj unb h^, inbcm man bie 
3Serbinbungäftredfe i^rer 3Witten im SSerl^ältniö h2 : hj 
teilt (Dergt. 503B), unb jie^t burc^ ben 2^eilpunft bie 
$arallelftrerfe vi ju ben ©citenfanten biä jum ©d^nitt 
mit ben fd;icfen ©nbpd^en beS ^PriSmaS, fo ift naö) 
503 B): 

V^ — Wj h'2 

W2 — Vi ~~ hj morauö 

Wjhi -f- W'2h2 = Vi (hl -f- h'^) 

3)e^nt man biefe 33etradS)tung auf ba§ von ben 5ßarattelfeiten W3 unb V| 
gebilbete 2^rapc§ ouö, inbem man bie 3Serbinbunggftrerfe ber 3Kitte t)on h3 unb 
beS ©djimerpunftS t)on h| + h^ im SSerl^ältniä (hi -f h^) : h^ teilt, unb mieber 
bie ^araHelftredfe V2 ju ben ©eitenfanten jie^t, fo folgt 

w, hl + W2h2 + W3h3 = V2 (hj + hj + ha) 

unb fd^tiefeUd) für baä le^tc oon ben ^orallelfeiten vn-i unb wn gebilbete 2'rapej 




Wi hl + W2 h2 4" • • • ~f~ "^n hn = Vn (h| -f- h2 + hj -f- . . . -f" hn) 

M = Vn .U 



ober 

b. ^. 

©a§: 2)ie ©eitenfläd^e eines fd^iefabgefc^nittenen 5ßri3maS bejm. ßijlinberS 
ift gleid^ berjenigen eines über bem Cuerfc^nitt errid^teten fenfred^ten ^ridmaS 
bejm. GplinberS, beffen .^öl^e bie oon ben ©nbfläd^en begrenjtc, im UmfangSs 
fd()n)erpunft beg Ouerfd^nittä errid^tcte ©enfred[)te ift, alfo 5ßrobuft auS Umfang 
beS Querfd^nittS unb jener im Umfangäfd^merpunft crrid()tcten ©enfred^ten. 

518. 3. Seifpiel: SRauminl^alt beS ^riSmatoibS, in anberen SScftimmungS- 
ftüdtcn bered^net. 

^roji^iert man bie feitlid^en 2)reiede eines ^^riSmatoibS auf bie ©runb^ 

flttd^e G, fo ift, wtnn bejm. U bie algebraifd^e ©umme ber ^rojeftionen ber 

2)reiedfe, meldte mit ber 2)erffläd^e D bejra. ©runbfläd^e G eine ©eite gemein 

l^aben (Ober--, Unterbrciedfe), 

G = D + 0+U 

unb ba oon jebcm Cberbreicdf A ber 2^rapejteil -^ A, oon jebem Unterbreicrf A' 
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bcr, bcr ©pi^e ju gelegene 2^etl -y A' fid^ in bcn SKtttelfd^nttt projiziert, fo folgt 

S=:D+|o+J-U 
unb fonttt bad Volumen be3 ^rigmatoibä 

V = (Gni + Gn + 4S) g 

= [(D + + U) + D + 4 (d +1 + ~u)] I 

= (3D + 20+U)^ 1) 

2 

^ül^rt man nid^t im mittleren Slbftanb , fonbern in ber Entfernung -ö- li 

von ber ©runbfläci^e einen 2)urcl)fci^nitt T, fo ift, ba bie ^rojeftionen ber feit? 

4 5 
lid^en Cberbreiedfe mie biefe felbft im 3Ser^ältniö -^ :-k , bie Unterbreierfe roie 

18.,, ^ ^ 

~Q • "q geteilt werben, 

5 1 
T=:D+^0 + äU 2) 



9 ^ ' 9 

4 ^ 8 
9O-V 



T:-G- S- oU 3) 



roorauö jur ^robe 

0=D— G+O+U 

au§ 2) unb 3) folgen bie aBerte 

9 



0= jT-2D-^G 



ba^er 



V=[3D + 2(|t_2D-|g)- |t + D+J-g]| 



ober ,, G + 3T , 
V = j .h 

ein infofern einfaclierer Sluöbrucf benn ber frül^ere, alä nur jroei gläd^en §u 
tneffen finb. ^n Söorten: 

2)aS ^riämatoib ift raumgleid^ bcr Summe jmeier ^riömen, baö eine 
über ber einen ©runbfläd^e beä ^Priämatoibä ftel^enb unb t)on ein SSiertel ber §öl^c 
bcöfclben, baä anbere über bem in jroei 2!)rittel ber §öl^e gefül^rten parallelen 
®urd^fd^nitt errid^tet unb oon brei 3Siertel ber §öl^e beö ^riämatoibä. 

519. 4. Seifpiel. 93ered)ne baS SSolumen eineö SRotationSellipfoibö. 

2)aSfelbe ift als Simpfonfd^er Äörper §u betrad^ten, bef[en ©runbflttd^en 
Gm = Gn = 0, beffen ^öf)t h = 2b bejn). h = 2a ift, je nadt)bem bie b:2ld^fe 
btixx). a'Md)\z ber erjcugenben Gllipfe 3)rel^ad§fe ift. Somit 
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Vb = — ß— . 4;ra^= -ö-^a*b 

Va =~6~ • 4;rb* = g- Trab* 

Gä Derl^alten fid; alfo bic SBoIumina bciber (SHipfoibc: 

Vb : Va = a : b 

520. 5. ScifpicI. Sered^nc baS 3SoIumcn bcS brciaddfigcn ©ttipfoibä. 

2)rci ju cinanbcr f cnlrcc^tc, fid^ gcgenf eitig ^albicrcnbc ©treden 2c>>2b>>2a 
feien bie Sldifen brcicr ©ffipfen, beten Gbenen fomit fenfrcc^t aufeinanbcr ftel^cn. 
{^ig. 179). 9Kan roä^Ie bie 66ene (ab) einer biefer fogen. ©runbeHipfen roagred^t 
unb geidine in jeber ju il^r parallelen Qbtnt 2 auS ben beibcn ju cinanber 
fenf rechten unb fidd gegenseitig l^albierenben ©e^nen 2u unb 2 v, nad^ rocld^cn 2 
bie beiben anberen ©runbellipfen (a c) unb (b c) fd^neibet, als Sld^fen eine ©Hipfe, 
fo erfüllen bie unenblic^ »ieten, berart erzeugten ®ffipfen bie %lä6)t eineä brei- 
ad^figen (Sttipf oib§ , baS f ür a = b in baS jroeiad^fige ober SlotationSeHipf oib 
unb für a = b = c in bie Äuget übergebt. 

2lffe jur Q^btm einer ©runbeHipfe parallelen &btntn fd^neiben baS brei= 
ad^figc ©Hipfoib nad^ ©Bipfen, bie biefer ©runbellipfe ä^nlid^ fmb, benn beult 
man fid) in ben ©runbebenen (a c) unb (b c) um ben 3RitteIpunft beö SKipfoibs 
ben Ärcig mit c befd^reiben, fo erl^ält man burd^ Verlängerung oon u unb v 
bicfelbe Äreiäfe^ne q unb e§ ift gemä^ bcr eigenfd^aft 273) U^w. 275) ber eiTipfe: 



u 


a 


q 


c 


V 


b 


q 


c 


u 


a 



fomit 

V "■ b 

©dinitteHipfe unb ©runbettipfc l^aben alfo proportionale Steffen, fotd^e ©Ilipfen 
l^eifeen äl^nlid^. 

Säfet man bie ©runbettipfc (ac) um bie c--2ld[ife rotieren, fo erzeugt fte 
ein 3totation§eHipfoib, beffen SSolumen mit bemjenigen beS breiad^figen t)crgÜd^en 
rocrben fann. S^be jur ©runbebene (ab) parallele Qhtm 2 fdincibet baö 
9lotationgeIIipfoib nad^ einem Äreiö, baä breiad^fige (Sffipfoib nai) einer 6Hipfe. 
2)iefe 2)urd)fd^nittgfläd^en l^aben ein unücränberlid^eä 3Serr)ä(tniä, e§ ift 

TiVi^ : ;ruv = u : v = a : b 

Offenbar lann ber Sa^ beg Gaoalieri bal^in abgeänbert raerbcn, bafe, 
rocnn bie ^araHelcbenen gu bcr gcmeinfamcn ©runbebene, auf ber bie tl^rem 
^nl^alt nad) gu Dergleid^enben Körper aufrufen, 2)urc^fd^nittäfläc^en fj unb fj 
erfjeugen, Don ujeld^en bie eine ftetö benfelben Srud^teil k bcr anberen beträgt, 

f 1 = k . f , 
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bann aud) baS 3SoIumcn bcä crftcn Äörpers bcnfclben Snid^tcil k bc3 Solumenä 

bcö grocitcn betragen mu^: 

Vj = k . V2 

©leid^l^eit bcr ilörpcr für k = 1. 

35rciacl^ftgeS unb Slotationgeffipfoib [teilen fomit im felben 3^erl^ä(tni§ mt 
il^re Sd^nittfläd^en, b. 1^. 



^a*c 



a 



roorauä baS 3Sotumen be§ brciadifigen (Sttipfoibs 

4 
V = .7- T a b c 

4 
gür a = b = c = E erl^ält man bie Äugel -0- ^R^ 

S)a§ breiad^ftge (SHipfoib fann nidit als ©impfonfc^er Äörper betrad^tet 
werben, ba bie ^lä^en ber ben ©runbcllipfen parallelen unb äJ^nlid^en ©dinitt^ 
eUtpfcn \xd) als irrationale ^unftionen (fjunftionen mit 2Bur|\eIgröfeen) beS 216= 
ftanbä il&rer dhtmn üon ber bejüglid^en ©runbebene barfteffen. 

521. 6. 33eifpiel. 33ered)ne baS 3Solumen eines StotationSparaboloibS 
t)om ©runbtreiSl^albmeffer r unb ber §5l^e h. 

3ft Q ber ^albmeffer beS 3Jlittelfc^nittS in ber §öl^e -^, fo ift, ba ge^ 
m&^ 338) jroifdden bem Slbftanb x jebeS ^arabelpunfts t)on ber 3lc^fe unb 
bem 3lbftanb y t)on ber ©d^eiteltangente baS unperänberlid^e 3Serl^äItniä — 
befielet, für bie ^arabetpunf te (r, h) unb {(), « ) 



morauS 



r^ 


0^ 


h 


l i> 




2 


0^ 


i- 



unb fomit, ba gemä^ ber tbzn auSgefprod^enen Gigenfdiaft bas UmbreJ^ungS-- 
paraboloib als Simpfonfd^er Körper anjufel^en ift, baS S[?olumen beSfelben 



\ = ^(nr' + + 4.7i. ^r^) 



= 2~ >l^r^h 

• 

b. f). ber Slauminl^alt eines StotationSparaboloibS beträgt bie Hälfte beS über 
feiner ©runbfläd^e ftel^enben, gleid^l^ol^en fenfred^ten ÄreiScplinberS. 

93eftimmt man anä) nod^ baS SSolumen beS Umbrel^ungSförperS , ber ent- 
ftel^t, rotnn bie erjeugenbe Parabel um il^re ßalbfel^ne r fid^ brel^t, unb gelingt 

©auerbec!, Stfreomctric. \^ 
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ed, bie ®rö^e beä erjeugenben parabolifc^en ^läd^enftüctd ju ermitteln, fo ergiebt 
fxö) auiS bem ©ulbinfd^en Sa$ bie Sage bed ©c^toerpunftg biefer %lad)t unb 
bamit au6) bed ganjen 9[(l^[enf(^ntttsi bed ^arabolotbd. 

35et ju X = "2 - r gel^örige ^arabelpunft l^abe 

von ber ^albfe^nc r ben 3(bftanb z, bann ift nac^ bcr 
-^ Simpfonfd^en Siegel bie etjeugenbe ^läd^c 

h + 4z 
loobei z ftd^ Sered^net au§ 



5ifl. 221. 





r 1 — y^ 
1 X 
1 / 


\ 






p 








^ f A 


/ 


r 2 


r-F^ 


L ^ 2 



,.t 



jw 



unb fomit 



z = ^ h 



F=-3 rh 



b. ^. ber ^Parabelbogen, ber, t)on einer ©de B eines Sted^tecfä (r . h) jur ©egen^ 
erfe D fül^renb, bie eine ber in biefer @cfe jufammenfto^enben SRec^tedffeiten j\ur 
Sld^fe, bie anbere jur ©d^eiteltangente l^at, teilt bie ^läd^e beS Slec^tecfä im 
aSer^ältnig 1 : 2. 

©inb fomit s unb s' bie Slbftänbe beä gefud^ten Sd^roerpunftö bes er-- 
jeugenben parabolif d^en ^Jlöd^enftücfS ton h unb r, fo folgt bei 2)re]^ung um 
h a[g 9(c^fe 



r alg Sldife 



n)orauS 



2;rs 



2;rs' 



-ö~rh = -^ ;rr''h 



r 



h = ^[jrh' + 4.;r(4-t)'] 



unb 



s = 



8 



^' = W^ 



522. 7. Seifpiel. Sered^nung beä Slaumin^altä ber Äugel^aube unb 
Äugelf d^ic^te nac^ ber £ i m p f o n f d^en Siegel. 

3ft Q ber §albmeffer besi \xk ber falben §ö^e —^ geführten SKittelfd^nittö, 
fo ift baS 3[?otumen ber ^<K\}kt 



V = -j3- (;rr^ + 4.t(>^) = -|- h (r^ + 4p^) 
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' r2 = h(2R — h) 

TOoraug, burd^ ©limination r>on 2E, folgt 
xinb fotnit 

®a bic §aube ate Äugclfd^td^t betrad^tet roerbcn fann, beten eine ©runb- 
fläche jum ^unft jufammengefd^ruinpft ift, unb obiger äluSbruc! nur t)om ^alb-- 
nteffer (> beS 3WitteI|ci^nittä unb ber §öl^e abl^ängt, fo gilt er audf) für bie 
^ugelfd^idit. 

SScred^net man bie Äugelfd^id^t nai) ber Simpfonfd^en Siegel, fo folgt, 
rcenn x bie §öl^e ber über bem Heineren ©runbfreiä 00m ^albmeffer r' ftel^cnben 
^aubt ift 

= ^h(r« + r'* + 4(>0 1) 

wobei 

r'2=x(2R — x) 2) 

r»=:(x + h)[2R-(x + h)] 3) 

,^^(x + 4)[2E-(x+A)] 4) 

Se$t man aus 4) ben 35Jert 



2K = ^l^ 



X + -2- 



in 2) unb 3) ein unb abbiert, fo folgt 

unb fomit 

V = 4h(2p.-^+4p') 

alfo tl^atfäd^lidt), roie bei ber §aube, 



V==^h(p»-^) 



35Jie für bie gelrümmte ^läd^e, fo befte^t {)iermit aud^ für baä 3Solumen 
ein Äugell^aube unb Äugelfd^idit gemeinfamer Sluäbrudf. 35a berfelbe oom Äugel« 
l^albmeffer R unabl^ängig ift, fo folgt 
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trägt, ba^cr, wenn h bcr 2lbftanb bcr Äantc c von ber ©runbebenc ift, ge[uci^tc§ 
Solumcn 



Y a + b 
— V 2 



.6 + 0+4. 
eh 



a + c , b + c 

o + o 



• 2/ 



h. 
6 



= (a+b + c) 

ober, ba eine ju ben ^araffelfanten fenlred[|te 
Gbene ben Guerfd^nitt Q erjeugt, ein 2)reie(f, 
baä bie ©runbfeite e unb bie §ö^e h, alfo bie 

TT _ / 1 !> I \ Q a + b + c 
\ = (a + b + c)3= 3 • ^ 

SBie in 494) Bered^net fid^ ber Slbftanb s 
bcä Sd^roerpunftö ber Dedfläd^c ton feiner 
"ilJaraMprojeftion, bem ©d^rocrpunft ber @runb= 
fläche (5ig. 219) auä 

a — s 2 
-= "1^- ^u s = 



Sig. 219. 




a + b + c 



s 



b + c 
2 



fomit 

Sa^: 35aS fd^iefabgefd^nittene breifeitige ^riäma i[t raumgleid^ einem über 
bem Duerfd^nitt errid^teten fenfred^ten ^riöma, beffen §öl^e bie ben ©citenlanten 
parallele 3Serbinbung§ftredfe ber ©d^roerpunfte ber fdiiefen @nbfläd[ien ift. 



516 a. I)a jebeä fd^iefabgefd^nittene breifeitige ^riSma burd^ ben an be* 
liebiger ©teile geführten üuerfd^nitt in jroei fenfred^te, fd^iefabgefc^nittene brei= 
feitige ^jjriämen jertegt rairb, fo fül^rt aud^ bie Serec^nung festerer j^um S^el. 
2)iefe erfolgt entroeber 1. inbem man baä fenfredite fd^iefabgefdintttcne breifeitige 
^riäma alä ^riSmatoib betrad^tet, ober 2. baburd^, ba^ man burd^ ben oberen 
Gnbpunft ber fleinften ©eitenfante eine ^araHelebene jur ©runbfläd^e legt, rooburd^ 
baö ^risma in ein fenfredjteä breifeitigeö ^riöma unb eine oierfeitige ^P^ramibe 
jerlegt roirb. 

516b. %ixl)xt man bie 33etrad)tungen 516) für baS fd^iefabgefd^nittene 
oierfeitige ^riäma auö, beffen Ouerfd^nitt ein Parallelogramm mit ber ©runb^ 
feite e unb ber $öl^e h ift, fo folgt, menn a, b, c, d bie ©eitenfanten ftnb, 



V = 



( 



a + d b + c 
a + b c + d 2 "*" 2 







h 

6 



a+b+c+d , a+b+c+d ^ 
7 . eh = . Q 
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516c. @inc anbcrc Söfung liefert bie Sctrad^tung 516 a). 3^rf«9t w^ött baä 
fd^iefe »icrfeitige 5pri§ma mittels einer 2)ia9onaIe6ene in groei fd^iefe breifeitige 
^riämen mit bcn Ouerfc^nitten Qi unb Q-j unb ben Sd^roerpunftSabftänben s^ 
unb 82 ber gugcorbneten 2)reiecfägrunbfläd^en i, unb k| bcjro. i2 unb k2, in meldte 
bie ©nbfläd^en J unb K beä »ierfeitigen ^rigmaö gefpalten werben, fo ift 

V = Qi . si + Q2 . s, 

9lun teilt ber ©d^roerpunft S beö 3Sieretfä J bie SSerbinbungSftretfe ber 
©d^roerpunftc Sj unb S2 ber 2)reictfe i^ unb i2 im SSer^ältniS 

SSi:SS^ = i2:ii 
3)al^er ergiebt fid^ ber 2l6ftanb s ber ©d^roerpunlte von J unb K auö 

&[ — 8 i2 

8 — 82 ~" ii 

3laä) ben ©efe^en ber $arallelperfpeftit)e ftel^en aber bie ^rojeftionen 

gmcier gläddenftüdfe im gleid^en SSerl^ältniä mie biefe gläd^enftüdfe felbft, benn 

gemä^ 76) ift, roenn qp ber SBinlel ber Ebenen J unb Q,, 

• f-\ 

Qj = cos (f . ii Q2 = cos qp . i2 fomit .— ^ ^ 



unb ba^er ^^ _ ^ q 



Q> 



S — S2 Qi 

morauö 

Qisi + Q2S2 = (Qi + Q)) s 
ober 

V = Q . s 
b. 1^. 

©a^: I)er 3tauminl^a(t beä fd^iefabgefd^nittenen »ierfeitigen ^riöma§ ift 

gicidd bemjenigen eineä fenfred^ten, baö ben Querfd^nitt gur ©runbpd^e unb bie 

\)tn ©eitenfanten parallele 3Serbinbung§ftrerfe ber ©d^roerpunfte beiber Gnbfläd^en 

gur §i)l^e l^at. 

516 d. ®ie aSergleid^ung ber (Srgebniffe 516b) unb 516c) liefert 

a + b -f- c -}~ <i 
s = 4 

b. f). bie SSerbinbunggftredfe ber ©c^roerpunfte beiber ©nbftäc^en beö fdiiefs 
abgefd^nittenen »ierfeitigen ^riömag ift baä arit^metifd^e 3RitteI au§ ben t)ier 
©eitenfanten. 

2öie lautet ber ©a^ für baö n^feitige ^riöma? 

516 e. Sül^rt man bie Setrad^tung 516 c) für bas n-feitige ^riöma burd^, 
inbem man baSfelbe von einer ©eitenlante auö in n — 2 breifeitige $ri^men 
gerlegt, fo folgt allgemein 

©a^: Ser SRauminl^alt eines beliebigen fd^iefabgefd^nittenen $riömaS ober 
GpIinberS ift gleid^ bemjenigen eines über bem Duerfdf;nitt errid)teten fenfred^ten 
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beg von ©runbfreie unb feittid^er SQipfe alä @runbf[äd)en begrengten, fd^ief- 
abgefd^nittenen (Si^Itnberd x>on ber ^öf)t 2 h, roenn ber eben bered^neie $uf burd) 
feinen ©d^eitel^uf etfe^t wirb, entfpted^enb gleich bem 3[5oIunien bcjro. 3RanteI bes 
über bem ©runbfreiS ftel^enben DoHen G^linbetö t)on ber l^alben §öl^c h, alfo 

M = 2;rr . h 

524. ä(ufgaben über ^örperbered^nungen: 

1. @in 3Bürfel au8 Ou^eifen (I)ic^te s) wiegt P kg. 3Bie t)iele qcm be= 
trägt feine Dberflädje? 

2. ßin SBürfel auä »lei (3)ici^te s) ^at bie «ante a cm. SBie tief ftnft 
ein gleid^fd^roerer SBürfel an^ 93uc^enl^ol§ (Xi(S)tz s') im SJleerroaffer 
(Sichte b") ein? 

3. 35ie Dberfläd^e eineö SBürfelä beträgt qm. ©efud^t bie 2)iagonate. 

4. 3!)ie Diagonalebene eineä SBürfelä beträgt D qcm. ©efud^t 3SoIumcn 
unb Dberfläd^e beä aOBürfelg. 

5. 3)ie 5Kitte t)on fcd^S aufeinanber folgenben SBürfellanten fo t)erbunben, 
ba^ feine brei fid^ folgenben fünfte in einer Seitenfläche liegen , cnts 
ftel^t ein regelmäßige^ ©ed^Sedf. SSergleid^e bie %lää)t beäfelben mit ber 
^läd^e ber 3)iagonaIebene beä SBürf eis, roenn bie SBürfelfante a cm beträgt. 

6. ©in allfeitig gefd^Ioffener, l^o^ler SBürfel auä Sled^ (35id^te s), beffen 
äußere Äante a cm ift, fd^mimmt auf SBaffer. Die SBanbftärle ift 
überaa d mm. SBie tief finft ber SSürfel ein? 

7. 6in oben offener 33Ied^!aften oon ber ©eftalt eines DuaberS mit quabra- 
tifc^er ©runbfläc^e foll im SBaffer gerabe j\ur §älfte einfinfen. 9B3ie 
l^od^ muß ber Äaften gemadt^t merben, menn bie äußere ®runbf ante a cm, 
bie 3Banbftärfe d mm unb bie Did^te be§ SSlec^S s ift? 

8. SBieüiel Sadffteine oon ber Sänge 1 cm, Sreite m cm unb 3)idfe n cm 
brandet man jum S3au eines quabratifd^en 2^urmS, beffen S3reite b m, 
§öl^e h m unb 3Kauerbirfe d cm werben foff? 

9. 35on einem (Srfpunft ber ©runbflädt^e au^ ein gerabeS quabratifd^eS 
^riSma burd^ eine (Sbene fo ju fc^neiben, baß ber Durd^fd^nitt ein 
SRl^omBuS merbe, beffen %lä(i)t baS Doppelte ber ©runbfläd^e ift. 

10. Die Dberfläd^e eines DuaberS beträgt qm unb feine SluSbel^nungen 
üerl^alten fid^ mie a : b : c. ©efud^t baS SSoIumen. 

11. Durd^ eine ©runbfante eines SSürfelS ift, unter bem 3Binfel a (60°) 
gegen eine ^läd^e beSfelben, ein ebener ©d^nitt gelegt. SBie groß ift 
baS SBoIumen beS abgefd^nittenen ÄörperS? 

12. Der ©d^nittpunft ber t)ier Diagonalen eines ^araffelflad^S ift ber 
3Dlittelpunft beSfelben, b. \). jebe ©tretfe burd^ biefen ^unft, innerl^alb 
beS ilörperS, mirb in il^m l^albiert. 
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13. @in gerabeS (|uabratifci^e§ $riäma butd^ eine @6ene, toeld^e burd^ eine 
©runbfantc a cm %tf)t, fo ju fd^neiben, bafe ber 3)urd^fci^nitt bteimal fo 
gro^ werbe roie bie ©runbfläci^e. Sered^ne bie Dbetfläd^e beS abge« 
fd^nittenen Sörpcrä. 

14. 3)ie Summe ber Duabrate über ben t)ier 3)ia8onaIen eines ^arattel« 
Pad^S ift gleid^ ber oierfac^en Summe ber Duabrate über brei j^u-- 
fammenfto^enben Äanten. 

15. 35ie Dberfläd^c eineä geraben breifeitigen ^Priämas mit lauter gleid^en 
Tanten beträgt qcm. ©efud^t baä SBoIumen. 

16. 3n einem geraben ^^Jriäma, beffen ©runbfläd^en SR^omben finb, finb bie 
^läd^en ber 3)iagonaIebenen F^ unb F2 unb bie Seitenfante ift gleid^ 
bem 3!)urd^meffer beä 3n!reifeS ber ©runbfläd^e. ©efud^t baS 3So(umen. 

17. ^n einem fd[)iefen ^riäma, beffen ©runbfläd^en gleid^feitige 35reierfe 
mit ber Seite a cm, beffen Seitenfläd^en Sll^omben jtnb, ift bie Seiten^ 
fante um 60® gegen bie ©runbflädien geneigt, ©efud^t bie Äante 
eines SBJürfelö Don gleid[iem 33olumen. 

18. Ueber ber burc^ ©runbfeitc a unb §öl^e h gegebenen ©runbfläc^c ABC 
eineö geraben breifeitigen ^riSmaä einen bem ^Priima einbefd)riebenen 
Duaber oon größtem SRauminl^alt fo ^u errid^ten, ba^ eine (Srunbfante 
in AB j^u liegen fommt. 

19. gür bie Slnfertigung oon Giften oon ber ©eftalt eineg OuaberS, beren 
SRauminl^alt K cbm betragen foH, roirb für bie Bearbeitung je groeier 
gegenüberliegcnber ^läd^en bejüglid^ & JL, h JL, g JL au§gefe|t. 2Bie 
finb bie 3)imenjionen ber Giften gu roäl^len, bamit bie ^erfteffungöfoften 
möglid^ft niebrig werben. (Senü^c 434.) 

20. ©efud^t ber 3}nl^alt eines regelmäßigen jel^nfeitigen ^riSmaS, beffen 
quabratifd^e Seitenfläd&en je Fqm groß finb. 

21. ©efud^t baä ©eroid^t einer gußeifernen l^ol^Ien Säule (Did^te s) oon ber 
©eftalt eines regelmäßigen fed^Sfeitigen ^riSmaS, roenn bie ^ö^e hm, 
eine äußere ©runbfante a cm unb bie 3)idfe d mm betragen foff. 

22. ein 35ac^fparren auS Xannenl^olj (3)id^te b), beffen Querfd[initt ein 
Duabrat oon ber Seite a cm ift, ift an beiben ©nben fo abgefd^rägt, 
baß bie ®nbfläd^en fongruente SRedt^tedfe unb jroei gegenüberliegenbe 
Seitenfläd^en gleid^fd^enflige 2^rapeje fmb mit fpi^em SBinfel 45® unb 
ber längeren ^araffelfeite a m. ©efud^t baä ©eroid^t. 

23. @in c^linbrifc^e^ Sitergefäß fott nod^ einmal fo breit als l^od^ fein, ©e? 
fud^t feine lid^te SBJeite. 

24. ©egeben Sßolumen K Siter unb §5l^e h cm eines geraben GplinberS. 
©efud^t feine Dberfläd^e. 

25. SEBie oer^ält fidd ber §albmeffer eines geraben ßpIinberS ju feiner $öl^e, 
bamit ber 2ld^fenfd^nitt bem ©runbfreis fläd^engleic^ roirb? 

26. aiuS einem SRec^tedf mit ben Seiten a cm unb b cm roirb ein geraber 
ß^Iinber oon ber ^öl^e b cm (burd^ ßufammenfrümmen) gebilbet. 9Bie 
oiel Siter l^ält berfelbe? 
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27. 2luö einem C9linbrifd)en 93aum[tamm von ber 3!)ic!e 2r cm unb Sänge 
h m loirb ber mößlid^ Qtö^te quabratifdie 35alfen gefd^nitten. 9Q3a& 
wiegt ber ^oljabfatt (3)id;te s)? 

28. 3Bie t)crf)ält fid; in einem quabratifd^en (Splinber ber 3Jlantel jur ©runb= 
fläche? 

29. "^n einem geraben G^Iinber t)om Jpalbmefjer r ift ein jur Sld^fe paraffcter 
Sd)nitt gelegt, ber — beä Sld^fenfd^mttä beträgt. 3n roelddem SScr^ 
^ältniS mirb ber Slauminl^alt beä 6plinberö geteilt? m = 3. 

30. (Sin quabratifc^er (Splinber roirb in einen anberen Gplinbcr oerroanbclt, 
beffen ^öl^e f)alh fo grofe ift. SSBie oerl^alten fid^ bie Dberfläd^en beibcr 
ßplinber? 

31. Sine Slöl^re auä Äupfer (fpejififd^eS ©eroid^t s) ift a m lang unb wiegt 
p kg; i^r äußerer 3!)urd^meffer beträgt d cm. 3Bie bid ift bie dtö^xt 
unb roieoiel Siter SBaffer fann fie oufnel^men? 

32. Um eine bünne cplinbrifd^e ©laSröl^re (2^l^ermometerröl^re) auf il^r Kaliber 
^u unterfudf)en, bringt man eine fleine p g fd^mcre 3Kenge Duerffilber 
(2)id^te s) in biefelbe unb oerfc^iebt ben fid^ bilbenben ^aben an bie 
oerfd^iebenften ©teilen ber Sö^re. 3Bie gro^ ift baö Äaliber berfelben, 
roenn ber gaben überall bie Sänge a mm ^at? 

33. 2luö einer bünnen ©ilberplatte t)on Duaberform mit ber Sänge a cm, 
Sreite b cm unb ®ide c mm werben runbe ©tüde Dom 3)urd^meffcr 2r 
ju 5!Rüngen geftanjt. 2Baö roiegt ber 2lbfaff, roenn bie Söd^er üoneins 
anber unb üom 9lanb gleic^meit entfernt finb? 

34. ©in Silberbral^t üon a m Sänge unb p g ©eroid^t foH mit q g ®olb 
üergolbet werben. SBie bid ift ber ©ilberbral^t unb wie bid bie SSer- 
golbung? (Sid^te beg Silberö s = 10,5, beg Oolbeg s' = 19,5.) 

35. 3)er ^auptad^fenfd^nitt eines fd^iefen 6i)linberS ift ein JRI^ombuS, beffen 
fürgere diagonale d cm ift. SBeld^en ^ii^^Ü l^at ber 6plinber, wenn 
er h cm f)oä) ift? 

36. 2)urc^ eine freiöförmige Sd^eibe auä §ol§ (35id^te s), weld^e ben §alb= 
meffer r cm unb bie Side d cm l^at, ift eine eiferne cplinbrifd^e SQBelle 
(Sid^te s') t)on ber Sänge a cm ^inburd^geftedt. SBeld^en 3!)urd^mcffer 
mu^ bie SßeHe erl^alten, wenn il^r ©ewid^t gleid^ bem ber burd[)bol^rtcn 
©c^eibe werben foH? 

37. 3Belc^e 2trbeit ift ju leiften, um eine c^linbrifd^e eiferne ©äule (3)ic^te s) 
üom 3!)urd)meffer d cm unb ber §öl^e h cm umzuwerfen? 

38. ®inem regulären Dftaeber mit ber Äante a cm ift ein quabratifc^er 
6t)linber fo einbefd;rieben, bafe feine ©runbf reife je t)ier Seitenflächen 
berül^ren. ©efuc^t Dberfläd^e unb SSolumen beg ßplinberä. 

39. 2)er 3Kantel eineg geraben 6^linber§ Dom ^albmeffer r cm ift viermal 
fo gro^ alö bie ©runbfläd^e. SBelc^eä 3Solumen ^at bag einbefd)riebene 
reguläre breifeitige ^riöma? 
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40. ©incrn Sleicplinbcr (3)ici^te s) Don h cm §öl^e foB ein ^oljc^Iinbcr 
(^\(i)U s') Dom fclbcn 3!)urci^mcffer aufgefegt roerben, bamtt bie ganjc 
©äule in Cd (3)id)te s") jur .^älfte einfinft. 2BcIdEic $ö^e l^at bcr 
l^öljctnc G^Unber? 

41. S3on einem ^ßunft ber §9potenufe eineä red^troinfligcn 2)reiecfS fäBe 
man ©enfred^tc auf bie 5lat^eten; wo mu^ bcr ^un!t liegen, bamit baä 
entftanbene 3leci^tecf bei ber Umbrel^unt^ um eine Äat^etc ben ßplinber 

a) t)om größten Sßolumen, b) t)om größten 5WanteI, c) Don ber größten 
Oberfläche giebt? 

42. SSon einem geraben ßplinbcr foB bie 3!)iagonaIe be§ Sld^fenfci^nittS d cm 
njerben; roie gro^ mirb bie ^'ö\)t, bamit ber 3fnl^alt möglid^ft gro^ merbe? 
3Belc^e ©eftalt ^at ber 2t^fenfc^nitt? 

43. Seftimme ben ©runbfreiäburd^meffer unb bie §öl^e eineä geraben 69= 
linberS, wmn er bei gleic^bleibenbem 3SoIumcn V bie fleinfte ©efamt^ 
oberfläd^e l^aben foQ. 

44. ®inem 3Bürfel foB ein geraber ßplinber einbef (^rieben werben, fo ba^ 
feine Sld^fe in einer diagonale beö SBürfelS liege unb feine ©runb^ 
fläd^en bie Söürfclfläci^en berül^ren. SBie gro^ ift bie §ö^e biefeS 69= 
linberS, menn bicfelbe bem Sld^tfad^en beä SRabiuä feiner ©runbfläd^e 
gleidj fein foB unb menn bie 3!)iagonale beä 3BürfelS d ift? 3Sergleid^e 
bie 3Solumina beg 2öürfelä unb be§ GplinberS. 

45. Sered^ne bie Dberfläd;e eineg regulären SEetraeberö t)on ber §öl^e h cm. 

46. Ueber einem geg. 35reietf, beffen Seiten a, b, c feien, atö ©runbfläci^e 
eine ^i^ramibe j\u errid^ten, beren Äanten an ber ©pi^e fenfred^t auf:: 
einanber ftel^en. 

47. Sluä einem 3Bürfel mit ber Äante a cm ift ein reguläres 2^etraeber 
gefdinitten, beffen ©den bie abmec^felnben &(izn bcS SEäürfelä finb. ©e-- 
fud^t bie Dberfläd^e beö 2^etraeber§. 

48. ^n ein reguläre^ SCetraeber fteBe man ein gerabcä breifeitigeS 5PriSma 
mit lauter gleid^en fianten, fo ba^ bie ®den ber einen ©runbfläd^e in 
eine 2^etraeberfläc^e unb bie ber anberen in bie jur (Segenede fü^renben 
2^etraeberfanten faBen. 3Sergleid[)e bie 3[5olumina beiber Körper. 

49. 5ßaraBel jur ©runbfläd^e einer geraben ^pramibe einen ®d)nitt j\u legen,, 
fo ba^ ein auf il^m errid^teteS gerabeg ^riäma, beffen iinbcre ©runb^ 
fläd^e mit ber ©runbfläd^e ber ^pramibe jufammcnfäBt, ein beftimmteö 
SSolumen ^at. 

50. ^n ein reguläre^ 2^etraeber einen quabratifd^en ßplinber ju fteBen. SSer^ 
l^ältniä ber 3Solumina? 

51. 3n eine gerabe quabratifc^e ^pramibe einen Söürfel ^n fteBen, beffen 
3)edfläd)e ein ^araBetfd^nitt jur ©runbfläd^e bcr ^pramibe ift. S3er= 
gleid^c bie S^^^cilte unb Dbcrflädf)cn beiber Körper. 

52. ^n eine i^uabratifd^c ^^ramibe ben Quaber a) t)om größten SSolumen, 

b) Don ber größten Summe ber Seitenflädien, c) t)on ber größten Dber^ 
fläd^e ju fteBen. 
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53. ^n eine quabratifd^e ^Ppramibe eine anbete quabratifd^e ^^rantibe, beten 
©pi^e in bet SRitte bet ®tunbf(äcl^e etftetet liegt, a) vom gtöfeten 3So= 
(umen, b) t)on bet gtöfeten Summe bet Seitenflächen, c) von bet gtöfetcn 
Dbetfläd^e ju [teilen. 

54. 3n ein tegulätes Dftaebet einen quabtatifd^en Cluabet a) oom gtö^ten 
3SoIumen, b) t)on bet gtöfeten Summe bet Seitenfläd^en, c) von bet 
gtö^ten Obetfläd^e ju [teilen. 

55. 3n einem Cluabet mit ben Äanten a, b, c [inb von einet 6dfe an^ in 
ben SRed^tecfen, meldte in biefet Gdfe ju[ammen[to§en, bie diagonalen 
gejogen unb il^te Gnbpunfte »etbunben. @e[ud)t SSolumen unb DSet-- 
[läd^e bet ent[te^enben btei[eitigen ^^tamibe. 

56. @ine quabtati[d[ie ^ptamibe, meldte bie ©tunbfante a unb bie Seiten- 
fante b ^at, mitb butd^ einen ^ataHelfd^nitt gut ©tunbfläd^e ^albiett. 
®e[uc^t bie ©öl^e bes ent[tel^enben $t)tamiben[tumpf§. 

57. 3n einem ^^tamibenftumpf, be[[en ®tunb[Iäd^en baS SSetl^ättniö 16 : 1 
l^aben, [tel^t ein ^tiSma von gleid^et ^bf)t, baä mit bem Stumpf bie 
fleinete ©tunbfläc^e gemein l^at. ©efuc^t ba§ SSetl^ältniä bet ^^l^alte 
beibct Äötpet. 

58. SSon einem SBJütfel fdf)neibet man butd^ Sbenen, meldte butd^ bie ^Witten 
bet Äanten gelten, bie födfen meg. ®e[ud^t ba§ SSoIumen beS übrig- 
bleibenben Äötpetö (Äubooftaebet). 

59. SDiefelbe Slufgabe fütö Dftaebet. 

60. 6ine ^Pptamibe miegt qmal [ooiel als il^te h m \)o\)t Spi|e, bie butd^ 
einen ^atattelfd^nitt jut ®tunbfläd^e abgefd^nitten mitb. 3Q3ie gto^ 
roat bie §öl^e bet ^^tamibe? 

61. Sluö vkx Stäben t)on gleid^et Sänge a cm eine oietfeitige ^Pptamibe 
von quabtati[d^et ®tunbfläd^e l^et|^u[tetten, beten 3fnl^alt am gtö^tcn i[t. 

62. S3eted)ne SSoIumen unb Dbetfläd^e bet teguläten Ätpftalle aus bet 
aic^fe 2 a. 

63. Sn eine Äugel vom ^albmeffet R eine getabe quabtatifd[ie 5Pptamibe 
j\u befd^teiben, beten §öl^e üietmal fo gtoft ift als eine ©tunblante. 
®efud^t 3Solumen unb Dbetfläc^e bet ^ptamibe. 

64. ^äUt man t)on einem beliebigen ^unft im 3innetn einet btcifeitigen 
^ptamibe bie Sote auf bie ^läd^en, fo ift bie Summe bet oiet 3Set' 
l^ältniffe aus je einem 2ot unb bet il^m patattelen §5l^e gleid^ 1. 
^olgetung füt baS teguläte 2^ettaebet? (93enü|e ben Sa^ übet baö 
SSetl^ältniS bet SSolumina oon ^^tamiben mit gleid^et ®tunbfläd)e.) 

65. 3ift bet ^u^punft bet ^öl^e einet bteifeitigen ^^tamibe bet ^öJ^en-- 
fd^nittpunlt bet ®tunbfläd^e, fo l^at bie Summe bet Duabtate je jroeiet 
®egenfanten füt atte btei $aate benfelben SBett. 

33enü|e ben ^ilfsfa^ übet bie 5|Stobu!te bet butd^ ben .^öl^enfd^nitts 
punft etgeugten Slbfd^nitte bet .§öl^en eines 3)teierfS. 

66. ®efud^t bet ^ni^alt bet gtö^ten quabtatifd^en ^^tamibe, bie einet Ruqü 
oom §albmeffet R eingefc^tieben metben fann. 
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67. 2lug einer ^^S^ramibc mit ber (Stuubfläd^e G qcm uttb ber ^ö\)t h cm 
fott burc^ jiuet ^araffclfd^nitte jur ©runbfläd^e ein Stücf t)om ^rti 
l^alt J com unb von ber §öl^c h cm gefd^nitten rocrben. 

68. aSerglcid^c bie Sn^alte cincö gcraben ÄegcIS uttb eittcä i^nt eittbe^ 
fd^riebettctt ßpIittberS, beffctt 3Katttel %Uxä) ber ^älftc bes Äeget 
tnatttcls ift. 

69. SSerglcid^c ben 3*^l^a(t eitteä gerabett Äegelä ntit bettt eitteS il^nt eitt^ 
befd^riebettett SBürfelö bej^tt). quabratifd^ett ßpliitberg. 

70. ©eitjettigett Äegel ju errid^tctt, ber a) bei geg. 5Katttel baä größte SSo^ 
lutnett, b) bei geg. Soluntett bett fleittftett 5KatiteI f)at. 

71. ©teile iti eittett gerabett 5lrctäfegcl bett Äegel, beffett ©pi|e itt ber 
5Kitte ber ©ruttbfläd^e liegt, t)otn grö^teit SSoIutiteti ober grö^tett 5DlattteI 
ober t)ott ber grö^tett Cberfläd;e. 

72. Sered^tte bie Dberfläd^e eincS gleid^feitigett Äegelä tjottt ^nljait K cbm. 

73. 3!)er SKatttel eitteö red^ttoitifligett Segelä beträgt M qcm. ©efuc^t feitt 
3SoIutnett. 

74. 2luä eittetit Ä'reiö t)ottt ^albmeffer R cinett SluSfd^nitt j\u fd^tteiben, ber 
eittett 3^rid)ter von grö^tettt Slaumittl^alt liefert. 

75. ßeid^tte bett ©ruttbfrciä^albtneffer eitieö ß^Iitiberö, beffett 3Dlaittel gleid^ 
bemjettigeti eiiteä ebettfo l^ol^ett Äegelftutttpfä ift. 

76. (gitt quabratifd^eä ®tüd Rapier t)oit ber Seite a uttb eitt Duabrattt 
ootit §albmeffer a toerbett ^u eittetit gerabett ßplittber bejro. Äegel gerollt. 
2Bie oer^alteit fid^ bie SRautititil^alte ? 

77. (Sitt glcid^feitiger Äegel i)ai tttit eittetit quabratifc^ett (Splittber gleiche 
Dbcrfläd^e. 2Bie oer^altett fid^ bie 3Solumitta? 

78. SBeld^eä ift ber fCeitiere ^albmeffer unb ber S^^^t^iw^i^^t^I '^^^ SRing^ 
auSfd^nittä, ber ju einem Sampenfd^irm t)on ber (Seftalt eines Äegel« 
ftumpfä gufammenjurollen ift, rvmh ber ®d)irm oben d cm, unten D cm 
meit unb bie Seitenlinie s cm lang werben foll? 

79. gin geraber Äegetftumpf I)at bie ©eite s unb ben S^^ä'^* K.. 3)ie 
©eiten finb unter 45 ^^ gegen bie ©runbfläd^en geneigt. Sefud^t bie 
^albmeffer. 

80. SBie tief finft ein h cm l^ol^er Äegel (3)id^te s), bie ©pi^e lotred^t nad^ 
abroärtä gerid^tct, im SBaffer ein? Sebingung s ^ 1. 

81. (Sin rec^troinfligeg 2)reietf rotiere je einmal um jebe feiner brei Seiten. 
SBie üerl^altcn fid) bie burd^ bie ^Rotation entfte^enben Äegel (^opptU 
fegel) ju einanber, xvtnn eine Äatl^ete b cm unb il^r ©egenrainfel 30® 
beträgt? 

82. 6in Gplinber t)om ^albmeffer r cm roirb fonifd) fo auägebol^rt, ba^ bie 
Deffnungen mit ben ©runbireifen beS ß^linberS fonjentrifd^ finb unb 
fid^ roie m : n t)erl)alten. SBie meit toerben bie Deffnungen, menn baä 
©eroid^t beS burd^bol^rten Äörperä bie §älfte beä ©eroic^ts beS ganjen 
ßplinberä betragen foII? 
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83. Sluö einem ^bljerncn h cm langen Äegelftumpf mit ben 35icfen D cm 
unb d cm an ben Gnben ift ber größte quabratifd^e Salfen gcfd^nitten. 
2öieüicl Äilogramm miegt ber .^otjabfaH (3!)id)tc s)? 

84. ^n ein gerabeS reguläres fec^äfeitigeä ^riöma, baS ium %txl mit 
ffiaffcr gefüttt ift, roirb eine bie Seitenfläcl^en berül;renbe Kugel ge- 
legt. 3!)iefelbe merbe Dom SBaffer ganj überbedt. Um mieoiel ift baö 
SBaffer geftiegen? 

85. 35iefelbe Slufgabe für einen geraben Äreiöfegel mit ber @pi|e nad^ unten. 

86. (Sine §o^lfugeI auö J^ol|\ (3)ici^te b), beren äußerer 3)urci^meffer 2R 
ift, fd)n)immt im SKBaffer; ber mte leit mirb bene^t. 2Bie gro^ ift bie 
2)irfe beä ^otj^eö? 

87. ^vixd) eine geg. ©erabe fott eine ©bene fo gelegt werben, ba^ fie eine 
geg. Äugel Dom ^atbmeffer R nad^ einem ÄugcIfreiS fd^neibet, beffen 
gläd;e gleid) ber Cberfläd[ie ber bie Sbene berül^renben fonjentrifd^en 
Äugel mirb. 

88. @ine Kugel t)om .^albmeffer E in einen geraben Gplinber gu »er= 
manbeln, beffen 3KanteI gleid^ ber Oberfläd^e ber Kugel ift. ©efud^t 
§albmeffer unb .§ö^e. 

89. S^on einem leuc^tenben $unft im Slbftanb e t)om 3Rittelpunft einer 
Kugel fällt ein Stral^lenbünbel auf biefelbe. SSBie gro^ ift ber nid^t 
beleud^tete 2^eil ber Kugelfläd^e? 

90. 2)ie 3Kaffe einer §albfuget t)om ^albmeffer R roirb auf bie innere 
Dberfläd^e ber gangen Kugel gleichmäßig »erteilt. SBie bid mirb biefe 
©d^id^te? 

91. :3n eine Kugel ju fteHen a) ben Gplinber t)om größten SSolumen, b) t)om 
größten 3Kantel, c) ber größten Cberfläd^e; beägleid^en einen geraben 
Kegel. 

92. 3n eine §alb!ugel einen Kegel gu ftetten, beffen ©pi^e im 3Rittelpunft 
liegt, bamit fein SSolumen ein SWajimum merbe. 

93. 3n eine ^albfugel ben Kegelftumpf vom größten 3Rantel gu ftellcn. 

94. Sßeld^er üon aUen einer Kugel umfd^riebenen Kegel f^at a) baS fleinfte 
SSolumen, b) ben fleinften SKantel, c) bie fleinfte Dberfläd[ie. SSergleid^e 
aud^ bie 3Solumina. 

95. ^n einen Kugelf eftor einen Gplinber gu fteHen a) t)om größten SSolumen, 
b) t)om größten 9Jlantel, c) üon ber größten Dberfläd^e. 

96. Um einen ^unft einer Kugelfläd^e biejenige Kugel ju befd^reiben, auf 
roeld^er bie erfte a) bie größte Kalotte, b) ben größten Kugelfeftor beftimmt. 

97. ^n biefelbe Kugel t)om ^albmeffer R lege man ein reguläres 2^etrai 
eber, einen regulären 3Bürfel unb ein reguläres Cftaeber. 3Sergleic^e 
bie SSolumina. 

98. ©teile einen 3Bürfel in eine .^albfugel unb oergleid^e bie SSolumina. 

99. ^n eine Kugel ift ein Söürfel geftettt, in biefen eine Kugel, in biefe 
mieber ein Söürfel u. f. f. SSergleid^e bie ©umme aller Kugeln mit 
berjenigen aller äiäürfel. ®eSgleid)en für baS Sietraeber unb Dftaeber. 
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100. Um eine Äugel oom §albmeffer R bcfc^teibe man bas 2^etracbet, baä 
^cjaeber unb baS Dftaeber. SScrgleid^e bic Cberfläci^en unb 3^^^<^Ite. 

101. Um eine Äugel Dom .galbmefjer R einen geraben Segelftumpf ju legen, 
fo ba^ bie Äugel bie ©runbpäd^en in ben 3JtitteIpunften unb bie Äegel-- 
fläd^e in einem Äreiä berül^rt unb bic ©runbfläci^enl^albmeffer ein be-- 
flimmteä i^er^ältniS m:n l^aben. ©efud^t baä 3SoIumen. 

102. SBelc^e %lää)t ber ®rbe mirb oon ber §ö§e h m au^ überfeinen? 

103. SluS einer Äugel Dom §albmeffer R einen ©eftor ju fd^neiben, beffen 
Äalotte gfeid^ feiner Äegetfläd^e ift; basifelbe bejüglid^ ber ^t^^tilte. 

104. Sered^ne bic Cbcrfläd^en ber Boncn ber (Srbe. 

105. ^xixi) brei von einer ®c!c auslaufenbe Santen eines regulären Setra-- 
eberä (SBürfelö, Oftaeberö) lege man einen Äegel. Seftimme ba§ SJo^ 
[umen beg Äugelfeftorö, ju bem biefcr Äegel gel^ijrt. 

106. 3n einen Äugelfeftor einen quabratifd^en ßplinber ju ftellen. SSer* 
gleidie bie 3SoIumina. 

107. SSergleid^e bie SSolumina eineä Mugelfeftorä unb beö il^m einbefd^ricbenen 
SBürfelö. 

108. 3luf bie ©runbflac^en eines quabratifd^en ß^linberö Dom §albmeffer r 
finb groci gleid^c Äugelflappen gefegt, beren SWittelpunfte im WxitzU 
punft beä ßplinberö liegen, ©efuc^t ber ^n^alt beö ganjen Äörperö. 

^ 109. Ueber ber ©runbfläd^e eineä geraben Tegels mit bem §albmeffer r 
unb ber ^öl^e h ift eine §albfugel erridf)tet. ®efud)t bie ^läd^e beS 
Äreifeg, nad^ roeld^em fic^ ber Kegelmantel unb bie ^albfugelfläd^e 
burd^fd^neibcn. 

110. @ine Äon!aosÄonüej;£infe mirb t)on einer fonfat)cn Äugetfläd^e mit 
größerem unb einer fonpejen Äugelflädf)e mit Heinerem §albmeffer 
begrenzt. ®ie 2)itfe ber Sinfe ift a cm, bie ^albmeffer ftnb R cm 
unb r cm. SBaS miegt bie Sinfe (S^id^te s)? 

111. 3SergIeic^e baö 3Sotumen einer fünffeitigen regulären geraben ^pramibe 
t)on ber ©runbfante a cm unb ^öl^e h cm mit bemjenigen ber einbc^ 
fd^ricbenen Äuget. 

112. 3}n einen geraben Äegel t)om .^jalbmeffer r unb ber §ö^e h ift eine Äugel 
befd^rieben, in ben 9laum über ber Äugel mieber eine Äuget, roetdie bie 
erfte Äuget unb ben Äegetmantel berül^rt u. f. f. biä jur Äegetfpi^e. 
SiJergteidt^e bas i>oIumen beö Äegetö mit bem ber Summe atter Äugeln. 

113. ßiner Äuget oom §atbmeffer R finb oier gteid^ gro^e Äugeln einbe= 
f daneben, bie fid^ gegenfeitig berül^ren. 2öie gro^ ift }ebe Äuget? 

114. Um groei ftd^ oon oufeen berül^renbe Äugeln mit ben §albmeffern R 
unb r ift ein Äegef befd^rieben. Seftimme bie ©efamtoberftäd^e unb 
ben ^nf)alt beä oon ben Äugetftäd^en unb bem berül^renben Äegelftumpf; 
mantel begrenzten ÄörperS. 

115. ®ine Äuget oom .^albmeffer R roirb burd^ eine ßbene fo gefd^nitten, 
bafe ftd^ bic !Ieite ber Äugetftäd^e ocrl^atten roie m : n. 2öte grofe finb 
bie S'^M*^ ^^^ jugel^örigen Äugetabfd^nitte? 
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116. lieber einem ©ro^frciö bet Äugel oom §aI6meffer R ftef)t eine fiugel- 
fc^id^t, bcren frumme Dbcrfläcl^e gleid^ ber %l&i)t beS ©tojsfrcifeS ift. 
SBeld^eö SSolumen f)at bie ©d^id^te? 

117. ^n roeldjem Slbftanb mufe ju einem ©ro^fteiS einer Äuget t)om ^alb^ 
meffer R eine ^arattelebcne gelegt werben, bamit bie cntftel^enbe 3öne 
qmal fo grofe roirb alä ber 5DlanteI beS abgeftumpften ÄegelS, ber mit 
ber 3one beibe ©runbfläd^en gemein l^at? 

118. SBie gro^ ift ber ^albmeffer einer eifern en Äugel t)on p kg ®emt(^t, 
bamit biefelbe a cm tief in Duerffitber (35id^te s) eintau d^t? 

119. @ine gerabe quabratifd^e ^pramibe burd) eine &btm, roeld^e burd^ eine 
(ärunbfante gelegt mirb, ju halbieren. 

120. lieber einem SRed^ted von ben Seiten a m unb b m ift Äie§ aufge« 
fd^üttet, oben mit einer bem SRed^ted parallelen Äante c m. 3)ie §ö^e 
beS $aufenä ift h m. ©efud^t ber SfauminJ^aft. 

121. 6in gerabeS, fd^iefabgefd^nitteneö breifeitigeä 5Priäma al§ Unterfd^ieb 
eines geraben breifeitigen ^riSmaS unb einer oierfeitigen ^pramibe ju 
berechnen auS ber ©runbfläd^e G qcm unb ben ©eitenfantcn a, b, c cm. 

122. 2Bie gro^ ift ber 3)ad[iraum eines ^aufeS, baS a m lang, b m tief ift, 
beffen 3)ad^firft c m lang ift (c <: a) , raenn bie 2)ad^fläc^en in i^r 
einen SBinfel von 60« bilben? 

123. Sered^ne baS SSoIumen eines regulären breifeitigen ^riSmatoibS von ber 
©runbfante a unb ber §öl^e h unb beftimme ben Unterfd^ieb bejüglid^ 
beS über berfelben ©runbfläd^e errid^teten gleidd l^ol^en ^riSmaS. Se-^ 
red^ne bie 3WanteIfläd()e biefeS 5ßriSmatoibS. 

124. 35aS ©eroid^t eines DbeliSfen auS Sanbftein (3)id^te s) gu bcftimmen, 
beffen ©runbflädde ein Quabrat mit ber ©cite a cm, beffen 2)erfflad^e 
ein 3led^tedf von ben ©eiten b cm unb c cm ift, menn bie §ö^e h cm 
beträgt. 

125. Seftimme baS ©emid^t eines h cm l^o^en Seils (35id^te s), beffen 
©runbfläd^c ein Duabrat Don ber ©eite a cm, beffen ©d^neibc parallel 
unb gleid^ einer diagonale ber ©runbfläd^e ift. 

126. 3)aS SSoIumen einer beliebigen breifeitigen ^Ppramibe ju beftimmen auS 
j^mei ©egenfanten a unb b, il^rem SBJinfel qp unb il^rer fürgcften ©nt* 
fernung k. 

127. Sered^ne baS 3Solumen eines regulären SietraeberS als 3)oppelfeil mit 
ben beiben ©d^neiben a cm (frpftaUograp^ifd^e ©teffung). 

128. Serec^ne ein reguläres Dftaeber, baS auf eine feiner ©eitenflädjen ge? 
fteat ift, als ^riSmatoib. 

129. 3i^^t man im regulären 3!)obefacber (oon regulären ^ünfedfen umgrengt) 
biejenigen 3)iagonalen ber ©eitenfläd^en , bie ben §auptac^fen parallel 
finb, fo fd^lie^en biefelben einen 2ßürfel ein, über beffen %lä6)tn fd^ief 
abgefd^nittene breifcitige ^riSmen liegen, ^iemad^ baS SSotumen ju 
bered^nen. 
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130. 3)a§ reguläre ^^of^eber lä^t fic^ betrachten alä bie Summe eineä 
^priämatoibä über regulärer fünffeitiger ©runbfläc^e unb jroeier regulärer 
fünffeitiger ^ß^ramiben. §iernac^ baä SSotumen ju berechnen. 

131. 3)aö reguläre Stl^ombenbobefaeber üon bem einbefc^riebenen SBürfet begro. 
Dftaeber auöge^enb gu bered^nen. 

132. 3Serbinbet man bie 5D?itten fämtlid^er Äanten etneö regulären Xetraeber^ 
ber Sleil^e nad^, fo finb biefe Strecfen bie Äanten eineä regulären Olta^ 
eberö. 3Sergleid^e bie 3SoIumina beiber Äörper. 

133. ©efud^t ber S^^l^alt eineä Obeliäfen, beffen ^öl^e h cm ift, roenn bie 
Orunbfläd^en fongruente, fid^ rec^troinflig freujenbe Sted^tedfe üon ben 
©eiten a unb b finb. 

134. 3« einer breifeitigen ^pramibe, beren ©runbfläd^e ein rec^troinllige^ 
2)reiedf ift, ftel^t eine Seitenfante auf ber ©runbfläd^e im Sd^eitel be» 
redeten SBinfelä fenfred^t. ^n roeld^em SSerl^ältniö roirb bie gange 
^^ramibe burd^ eine 6bene geteilt, bie fenfred^t jur ©runbfläd^e unb 
parallel ber .^ppotenufe berfelben fo gelegt ift, ba^ bie Äatl^eten 
l^albiert werben? 

135. 3Bo liegt ber Sd^roerpunft einer mel^rfeitigen ^pramibe, roenn man 
bemerft, ba^ berfelbe einerfeits auf ber t)on ber Spi^e nai) bem ©d^roer« 
punft ber ©runbfläd^e füljrenben Sc^roerlinie ber ^pramibe, anbererfeit^ 
in ber 6bene liegen mu^, in weld^er bie Sdjroerpunfte fämtlid^er burd^ 
3)iagonalfc^nitte erzeugten breifeitigen S^eilppramiben liegen? 

136. Xeilt ein ^araltelfd^nitt gur ©runbfläd^e bie §öl^e eineä ^pramiben? 
ftumpfö im SSer^ältniö i/G : 1/G\ fo ba^ ber größere 2tbfd^nitt an bie 
größere ©runbfläc^e ftöfet, fo ift bie Schnittfläche S = i/GG^ Stette 
baä 33olumen beä ^^ramibenftumpfö alö Summe breier ^pramiben bar. 

137. SBie mirb eine reguläre quabratifd^e ^^ramibe pon einer (Sbene geteilt, 
bie burd^ eine ©runbfante fo gelegt ift, bafe bie gegenüberliegenben 
Seitenfanten nad^ bem golbenen Sd^nitt geteilt finb? 

138. SBerben groei Äörper oon cerfd^iebener .§öl^e oon jebem ^aar @benen, 
meldte ju ben bejüglid^en ^bl^en fenfred^t finb unb biefelben im näm^ 
lid^en 33erl)ältniö teilen, nad^ gleid^en Sc^nittfläd^en gefc^nitten, fo 
vtx^aÜtn ftd^ bie Slauminl^alte beiber 5?örper rcie il^re §öl^en. 

139. ©in üon groei parallel liegenben Sled^tetfen mit ben Seiten a m unb 
b m begn). a' unb b' unb t)on pier feitlid^en S^rapegen begrenzter ^onton 
oon ber .^öl^e h m roiegt p kg unb fc^mimmt im SBaffer mit ber 
gröfjeren ©runbfläd^e nad) oben. 9Kit roie oiel kg barf man il^n 
l^öd^ftenä belaften? 

140. 3Birb ein Äreiäabfd^nitt um einen beliebigen, i^n nid^t fd^neibenben 
©urd^meffer feineä Äreifeä gebrel^t, fo entfielet ein Umbrel^ungSförper, 
meld^er fid^ gu ber über ber Seltne alä 2)urd^meffer befd^riebenen Äugel 
perl^ält roie bie §öl^e beö oon ber Seltne befd^riebenen Äegelrumpfä 
§ur Seltne. 
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141. Sinb s unb s' bie 3Scrbinbungäftrccfen beä einen ©nbpunfts eincS in ber 
SJecfflttd^e einer Äugetj^one gezogenen 3)urd^mejferä mit ben ©nbpunften 
beä j\u i^m parallelen I)urci^mefferö ber ©runbfläd^e, fo ift ;rss' bie 
gefrümmte %iäd)t ber 3one. 

142. 2Bie grofe ift ber 3)lantel eineö ÄegelftumpfS, ber einer Äugel um^ 
fd^rieben ift, wenn bie Seitenlinie s ift? 

143. Dre^t man ein beliebige^ Dreiect um eine feiner Sd^roerlinien alö Sld^fc, 
fo befc^reiben bie beiben 2^eile beö 2)reiedf§ gleid^gro^e Umbrel^ungö' 
förper. 

2!)ie Sn^alte ber brei burd^ Drel^ung um bie brei ©d^rocrlinien 
erzeugten SHotationäförper oerl^alten fid^ roie bie rejiprofen SQäerte ber 
Sd^roerlinien. 

144. Sin reguläres Sed^öecf von ber Seite a cm rotiere a) um einen großen 
2)urd^meffer, b) um tint Seite. SBered^ne ^nf)ali unb Oberfläche ber 
entftel^enben Äörper. 

145. 2ln groei (Sdfen A unb B eineä gleid^feitigen 3)reiedfö mit ber Seite a 
finb auö bem 2!)reiedf ^wtx gleid^e fid^ berül^renbe ÄreiSfejtanten auö- 
gefd^nitten. SBcred^ne bie Cberfläd^e unb ba§ 3Solumen beä Äörper§, 
ber burd^ Umbre^ung ber 9teftfläd^e a) um bie Seite AB, b) um 'oit 
^ö^e bes gleid^feitigen 2)reierfö, bie gcmcinfd^aftlid^e 2;angente ber 
Sejtanten, entfielet. 

146. 6in gleid^feitigeä 2)reiedE rotiert um eine Slc^fe, meldte burd^ eine 6rfe 
gel^t unb ber 2)reiedPgebene angel^ört. ©efuc^t Dberfläd^e unb 3Solumen 
beS Umbrel^ungSförperä. ^ür roeld^e Sage ber Sld^fe werben beibe ein 
3Jlajimum ober 3!Jlinimum? 

147. lieber ber ^ppotenufe unb ben Äat^eten eineä red^troinflig gleid^fc^enf- 
ligen 3)reiedö bcfd^reibe man §albfreife, ben über ber .^ppotenufe nac^ 
innen, bie anberen nad; au^en. 2)ie monbförmigen Figuren rotieren 
um bie ^ppotenufe. ©efud^t Dberfläd^e unb 3Solumen beö Stotatione^ 
förperö. 

148. 3n ßin 9lotation^ellipfoib ben Äreiäcplinber t)om gröfjten SSotumen ju 
legen. 

149. 2)e§gleid^en ben größten 6t|linber, beffen ©runbfläd^e eine ßllipfe ift. 

150. Um einen geraben 6plinber mit ©albmeffer r unb §öl^e 2 h baö fleinfte 
SHotationäellipfoib §u legen. 

151. denjenigen ßplinber ju errid;ten, um welchen baö fleinfte 9lotation§- 
ellipfoib eine .^ugel roirb. 

152. Um bie ßnbpunfte ber fürjeren diagonale eines SRJ^ombuö von ber 
Seite a unb bem fpi^en SBinfel 60 ^ ftnb mit ber Seite a unb um W 
beiben anberen ©dpunfte mit ber boppelten Seite 2 a Äreiöbögen he-- 
fd^rieben, bie ein ettipfenäJ^nlid^eö Dval miteinanber einfd^lie^en. Se= 
ftimme bie S^^^lte ber burd^ 2)rel^ung biefeS Düal^ um bie eine unb 
um bie anbere feiner Std^fen entftel^enben 5Rotationöförper. 
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153. Seftimmc baS aSoIumcn eines 6ieS, baö burd^ Drel^ung eines auä einem 
^atbfreiS t)om §albmeffer a unb einer $albettipfe mit ben ^albad^fen a 
unb b > a gebilbeten Dt)ate um bie größere Sld^fe entfielet. 

154. Sefd^reibe um bie ©pi^e eines gleid^fd^enflig red^troinfligen 3)reiecfS 
ben Duabranten über ber §9potenufe 2 a unb über ben Äatl^eten bie 
§albfreife nad) au^en. 33eftimme baS SBoIumen beS SWotationSförperS, 
ber entfielet, wenn bie t)on biefen Greifen umfcl|Ioffene %läd)t jtd^ um 
bie §öl^e beS red^troinfligen 3)reiecfS brel^t. 

155. 3)iefelbe 9lufgabe, nur nel^me man flatt beS Ouabranlen bie il^n jum 
ÄreiS ergänjenben brei anberen Quabranten. 

156. Sefd^reibe um bie (Scfpunfte ber Orunbfeite eines gleid^fd^enfligen 
Dreiedts mit bem 3BinIeI 36® an ber ©pi|e bie j\u ben Söinfeln ber 
©runbfeite gel^örigen ©eltorbögen t)om §atbmeffer a gleid^ ber l^alben 
©runbfeite unb oerbinbe il^re burd^ bie Sd^enfel beS I)reiedfS be^ 
ftimmten ©nbpunfte burd^ ben um bie Spi^e beS ®rcierfs befd^rie^ 
benen aufjerl^alb beSfelben liegenben ÄreiSbogen. Oefud^t baS SSotumen 
beS Umbrel^ungSförperS , ber entftel^t, menn bie von biefen ÄreiS-- 
bögen umfd^loffene ^läd^e fxi) um bie §öl^e beS gleid^fd^enfligen Dreis 
edfs brel^t. 

157. 2)aS 3So(umen beS jmifd^en bem ©runbireis unb einem 3Bed^felfc^nitt 
liegenben StüdPeS eines G^linberS j\u finben aus bem §albmeffer beS 
®runb!reifeS r unb ber ^ö^e li beS SKittelpunftS beS aBed^felfd^nittS. 

158. (Sin Äegel t)om ©runblreisl^albmeffer r ift burd^ einen SBed^felfd^nitt 
abgeftumpft. I)aS 3Solumen beS ©tumpfs ju finben, roenn r' ber Qalh 
meffer beS ffied^felfd^nitts unb h ber Slbftanb feines Sd^nittpunftS mit 
ber 3WitteUinie üon ber ©runbfläd^e ift. 

159. Sine Äuget t)om §albmeffer R roirb tjon einem 6plinber burd^brungen, 
in meld^em eine ^JlanteKinie ein Äugelburd^meffer, bie biametral gegen^ 
überliegenbe jum 5Pun!t §ufammengefd^rumpft ift. Söie gro^ ift bie 
erzeugte ^öl^Iung? 

160. Um meiere ©tredfe ift eine ©eitenfante eines regulären breifeitigen 
geraben 5PriSmaS ju Derlängern, bamit bie burd^ ben (Snbpunft unb bie 
gegenüberliegenbe Äante ber ©runbfläd^e gelegte ßbene baS 33olumen 
beS ^Prismas im SSerl^ältniS m : n teilt. 

161. parallel bem 2)urd^meffer 2r eines §atbfreifeS eine ©el^ne ju sielten, 
bamit, bei Umbrel^ung um ben 2)urd^meffer, ber t)om ©egment be^ 
fd^riebene SRing bem Äörper raumgleid^ roerbe, ber baS über ber ©el^ne 
als ©runbfeite fte^enbe gteid^fd^enflige 3)reiedf, beffen ©pi^e ber ÄreiS^ 
mittelpunft ift, jur ergeugenben %lä6)t f)at 

162. Die ©runbfreife eines geraben ßptinberS berül^ren bie fed^S SEBürfets 
fläd^en in beren 3Jlittelpun!ten. 3Sergleic^e bie SBolumina unb Ober-- 
fläd^en beiber Körper. 
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168. 3n ein Dftaebcr finb jroei ß^Iinber cinbcf einrieben. 95er eine berül^rt 
mit feinen ©runbfreifen bie Dltaeberfläd^en in beten SKittelpunIten, ber 
anbete in ben 9Ritten bet §i)l^en, bie in ben feitlid^en Dteiecfen döu 
ben @|)i$en bed 0!taebetg ausgesogen finb. äSetgleid^e beibe 69linber 
be§ügUci^ il^tet Obetfläd^en unb Sn'^^t'te. 

164. Sluf bem SJoben eineä SBütfelS liegen t)iet gleid^gto^e Äugeln, beten 
jebe brei SSBütfelfläd^en unb bie beiben Jiad^batfugeln betül^tt. Sluf 
il^nen tul^t eine fünfte Äugel, roeld^e bie S)ecffläcl^e betül^tt. SSetgleic^e 
il^t SSolumen mit bem bet anbeten Äugeln. 

165. Sn einem SBütfel liegen jmei gleiche Äugeln, Don benen jebe bie anbete * 
unb je btei SEBütfelfläc^en betül^tt. SSetgleid^e il^t SBolumcn mit bem= 
jenigen bet umfc^tiebenen Äugel beä SSBütfelS. 

166. 3« einem teguläten 2^ettaebet oon bet Äante a liegen oiet gleite 
Äugeln, bie fid^ unteteinanbet unb je btei ©eitenfläcl|en betül^ten. 3" 
bem 9laum j^roifd^en biefen t)iet Äugeln bepnbet ftd^ eine weitete SJe^ 
tül^tungdlugel unb um bie mtx etften Äugeln eine Uml^üllungglugel. 
SSetgleid^e bie S^^ölte biefet Äugeln mit bemjenigen bet einbefd^tiebenen 
unb umfd^tiebenen Äugel beä 2^ettaebet8. 



S3 e t i c^ t i g u n g. 3) er in gig. 79 mit ß bcjcic^ncte aßinfel ift nic^t ber gegebene, 
fonbctn mu^ gemä^ 92 b erft ermittelt werben alä 2(u^enn)inf el eincäi burc^ bie ©eiten^ 
!ante, tl^re H.P. unb ben ©egenroinfcl bcrfelben, ben geg. SBinfel <^ ß, beftimmten 2)reierfö. 
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S^änfii ietxaud^te ^af^tewoexU. 



x = 2 
V/x"= 1,414 
VXx'= 1,260 



IC = 3,1416 
K^ ^ 9,8696 



8 


4 


5 


6 


7 


8 


9 


1,732 


2 


2,236 


2,449 


2,646 


2,828 


8 


1,442 


1,587 


1,710 


1,817 


1,913 


2 


2,080 



10 

3,162 

2,154 






= 0,3183 I/tc =: 1,7724 ^n = 1,4646 

3. 



= 0,1018 |/1 = 0,5642 ]/^ - 0, 



6828 



^ufef 5er pii^feti {fpeitfifd^t ^emic^fe). 



aSBaffcr 1 

SIci 11,4 

®ifcn (®u^--) 7,25 

©ifcn (©c^micbO 7,8 

@Iaä (gcman) 2,6 

<SIa§ (Är^ftaß) 3 

®i)Ib 19,5 

(SJranit 3 

$ol8 (torf) ......... 0,25 

^ola (tanncn> trocfcn) ..... 0,5 



iQotj (eichen, trocfen) 0,8 

Tupfer 8,8 

2Rarmor 2,7 

ajicffing 8,4 

Platin 21,5 

Duccffilbcr 13,6 

©iI5cr 10,5 

©anbftein 2,5 

3in! 7,2 

3inn 7,3 



^imenfionen 5er #r5e. 

SDic (Srbe a(ä Spl^äroib (Slotationöeffipfotb) Betrad^tct, ift 

2)ic l^albc gro^c 2lcl^fe (§albmeffer bcä 2lcquatorä) = 6377400 m 

2)ie l^albe fleinc Sld^f c = 6 356 100 « 

3)cr ^albmcffer bcr raumglcid^cn @rb(ugc[ . . .= 6870280 , 

3)er HKcribianquabrant = 10000860 « 

@in SWcribtangrab f)ai ungcfäl^r bic Sänge . . . = 111 km 

1 ^ 
6inc gcograpl^ifc^c SJlcilc = — — bcö Slcquatorö .= 7420,5 m 

lü 



Trud bcr Union Tcutfc^c aSerlagdgefeUfciiaft in ©tuttflart 
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